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ПРЕДИСЛОВ1Е. 


Вторая часть «Курса ТригонометрЁи» представляет из- 
ложене «Основа теори тригонометрическихь функц». 
При этомтъ изложение выясняются, на тригонометрическихь 
фунющияхь, основныя поняття, относящяся къ теори функ- 
ЦИ, а именно лонятя: о функши и ея непрерывности, о 
графическомь изображенши функщИ, о нуляхъ и полюсахъ 
функций, о возрастани и убывави функц, о производной, . 
о тахшиир’ахъ и пупизаютгахь и объ обратимости функ- 
ци. Въ дополнительномь классё реальныхь училищу вве- 
денъ курсь «Основан анализа, безконечно малыхъ», въ 
которомъ. вышеовначенныя понямя должны быть съ яс- 
ностью усвоены, а потому, казалось бы, представляется 
цфлесообразнымъ останавливаться на этихь поняйяхъ, 
попутно, при прохожденм той части курса, тригонометрии, 
которая относится къ «теор тригонометрическихь функ 

` ШИ». Казанось бы, что и при прохожденши курса триго- 

нометры въ гимназяхъ полезно, въ общеобразователь- 
номъ отношенш, остановиться на выяснены выштеозна- 
ченныхь понятй; позволяю думаль, что выяснеше этихъ 
поняй возбудить въ ученикахъ интерес, больший того, 
какой возбуждають въ нихъ различныя сложныя ипре- 
образоватя, для большинства пропадаюцйя „совершенно 
безслЁдно, 

Глава Г, подъ загламемъ: «О функщяхъ вообще», 
посвящена выяснению нонятШ о функцы, ея графиче- 
скомЪ изображенш и ея непрерывности; примфры взяты 
изъ алгебры. 

Изложене «Основанй теори тригонометрическихъ 
функц» ведется двумя способами, 


— и — 


Первый способъ не зависить оть обобщеннаго по- 
няша о дуг, какъ вектор, и объ углЪ, какъ вектор%. 
Онъ заключается въ сяфдующемъ: 

Символы упа и совх опредфляются для значенй а, 
лежащихь въ области (——*, я), какъ тригонометриче- 
се элементы тригонометрическихь угловъ, лежащихъ 
ЗЪ этой области; кромЪ сего, символамъ этимъ присвои- 
вается свойство перюдичности. На основанш этого свой- 
ства выводятся два равенства: 


зв == (уве), 038; == (— №с08(#— 9). 
гдЪ [есть цфлое число, ближайшее къ числу 
большее его, и гДЪ, слЪдовательно, (5 — 1%). заключено, 
при всякомъ 4, въ области (—т, --т). Равенства эти 
показываютъ, что каждый изъ символовъ: э02 и 03% 
имфетъ, для всякаго даннаго значения 2, совершенно 
опредёленное значеше и, слфдовательно, представляеть 
функцию аргумента х для всякой области аргумента. Все 
остальное строится на этихъ равенствахъ, каюь сифдетше, 
и этому построено посвящены Главы Ш, ПЬ ТИ и М, 
содержаше коихъ указывается «Оглавлешемъ». 

Второй счособъ изложешя, которому посвящена Глава, 
У основанъ на обобщенномъ: поняти о дуг и ма но- 
НЯтЯХЪ объ ея тригонометрическихъ элементахъ. 

Глава УП посвящена «обратимости» тригонометриче- 
сокихъ функщй, сложению обратныхъ круговыхъ функц 
и нахождению ихъ производныхъ. 

И наконецъ, Глава УШ излагаету, возможность по- 
строен!я таблицъ. 

Обязуюсь замтить, что хотя большая часть книги 
составлена самостоятельно, но, при ея составлен, счи- 
талъ необходимымъ имфть въ виду современные учебники 
тригонометрии: Вочеё, Воге!, бгеуу м другихь. 

10 декабря 1909 г, 
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ГЛАВА 1 


0 функщяхь вообще. 


3х Нониме о фунждые. 


172. Чиела цостояиныя и пережвнимя, —Во многих» мате- 
матическихь полросахъ, вообразно услошямь вопроса, символы: 
ибо м, у, а,..., блужаще для пзобранешя чнсель, раздЪ- 
ются на числа постоянныя и Числа перенбиныя. .Символть назы- 
вается постоянныйъ чиеломъ, илв, просто, постоянныиь, ослы ов озна- 
чаеть одно опредъенное число; сищволь называется перемфнныиъ 
числомъ, иль, пробто, перемфннымъ, осли оп озпачаеть вояное изъ 
иЗсколькихь чисел (даже изъ двухъ) н, елдовательно, можеть, 
подлежазте изиБненяиъ. Каждое изъ нихъ называется значемемь пе- 
ремннаго. 

Во всемъ послфиующеме будемъ ривоматоивать только веще- 
ственныя значеня леремннахо. 

173. Аргуленть. — Аргумензомъ идн независимым переифнныеь 
называется нперемфнное число, получающее послфховательно ряхь 
возраетощихь нли рядь убывающихь значенй. Совокупность 
этихь значенй назьлается областью аргумента. Гакова область 
натуральныхь чисель: 1, 5, 3, 4, ,.., изх которой можно выдЪ- 
лить область проетьлеь чиселъ: 1, 3, 3, 5, 1, ..., облаеть квадра- 
товъ; 5 5 9, 16,... ят д. 


КУРОЬ ТРИГОНОМЕТЬНИ. ро 
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Во многихь вопросахь аргументь должень обладать таюъ наз: 
свойствомь непрерывности. Аргументь называется непрерывнымъ въ 
области (а, 5), вел область состоптъ изъ вевхь чисель, кашеь ра- 
цтональныхь, такъ и иррашональныхь, содержащихся между числами 
ан. Числа а н $ называются границами облаети, причемь гра- 
ницы эти могуть входить въ область аргумента, но могутф и ие 
ВХОДИТЬ. 

Итак, когда говорять, что артументь м нильилетея непрерывно 
отъ @ ло Ь, то иредполатають, что х привимаеть всё значены 
отЪ « до р, возрастая, еван а <Ъ, н убывая, ели а > В. 

174. Фуньшя аргунента. — Мерельюиос число у пазывавтев 
функшею арзуменна 2 ва обааени (а, 9}, если наждону значению ариу- 
лини в этой облаати воотюзтетвуень одно и только одно опре- 
дленное значе перемьинаю у. 

Иля обозначены, что перезевнное у есть фувкшя аргумента, 
употребляютъ знакоположеня: у=Ё(+), у=(), у==Ф(2), у==(4), 
ит п. причемъ знаки: /. Е Ф, ©, ... называются фунниюнаи- 
ными знаками. Символом /(с) означають значене функши /(х), 
соотв иотвующее вначенно с аргумента ‚х. 

175. Иришфры функай прерывиаго аррунонти. — ®. Если, 
отраничлвая область аргумента х натуральными числами, примем, 
что, дли каждаго лелпурильниию значетя х, 


у=1.3.8... 3, 
те у представить функцно ватуральнаго числа, хх 
2. Если, отраничивая область аргумента 2 ращональными 
числами, примемъ, что для каждато значенйл аргумента х, предота- 
р 
ваяемаго нейриводнмою дробью =, 


у= 


то у представить функцию резйональнио чнола х, и ей облаеть 
состоять изъ дробей, числитеди ноихъ равны 1. 

176. Нриивры функвйй неирерывнаго аргумента, —1°. Теро- 
финое у будегь функщелю 2, если примемъ, что у={1 для ращо- 
нальныхъ значенй х, и у=0 дия, ирращональныхь значен!и хх. 
Область фунвщи состоитъ изъ двухъ чисель: 0 и 1. 

2°. Число простыхь чисел, не превосхолящихь положитель- 
наго чиела, предотавяяеть функиио, которая иметь тонько 
дфзыя положительных значеня. Обозначавъ ое символомъ [1], по- 
пучимь, напр., . 


[23] = 10, Е] 


[529579 | 


3°. Иблая часть положительнаго чнела х иредотаваяетъ функ- 
дю аргумента х. Обовначивъ сс символомь 7 


Дз=ь 1 


и 897355 =3, — Ю823,6 ==! 


;, получимь, напр., 


49. Многочненъ 
У= 4 -- АРА... 


составленный изъ одночленовъ вида Ам’, глф К есть чнело вату- 
ральное, а коэффищенть Ах число постояняое, есть функ аргу- 
мента „, ибо каждому значенно аргумента соотвфтотвуетъ одно 
опредёленное знамеше многочлена. 

Многочленъ этотъ называется нёлою ранональною, или, просто, 
Цфлою функщею аргумента х. 

5е, Отношене 


- Ча, 


2 


7—5@ 


двухь цзлыхь фунюий: 


Кое А-а... Ам, 
бе) = В. ВР Вий-- ... Вы" 


есть фунющя аргумента х, ибо каждому значенцо аргумента, за 
ноключенима только зтьхь во зйаменый, который обралкнюте зпаме- 
нателл $(х) вв пуль, воотвтотвуеть одно опредфленное значеше 
разсматриваемахо отвошеня. 

Отношеще эхо называется дребною ралйональною функийо. 

6°. Перемфнное у; опредфленное тавимъ образоль: оно равно 
7— для области == и равно 5-х для области 9221, пред- 
отавляеть функщю х для веякаго значенн х, вбо каждому зна- 
ченю м отвфчаеть одно опредфленное значен!е у. 

7°. Равсмотримъ выражен!е: 


Изъ опредфлевя этого выражешя, даннаго въ алгебр, сл- 
дует, что оно, для всякаго значевя м, при которомь подкоренное 
количество положительное, имфеть 0 вещественныхь зналевя 
(исключене составяяють 58 значеня д, при которыхь подкореннов 
холичество можеть быть равно нулю). Цля того, чтобы это выра- 


12* 


—114— 


жене представляло функийо ‹, нообхолвыо установить основан, 
по которому выбнралось бы одно значене пеъ указанныхь да 
За такое освоваше праннмаютъ одно нзь уеловй: у20, 
9—0. 
8. Положимь, что перомёнпыя у м х свизаны уравастемт: 


Уи! =6, @ 


и раземотртяъ эх, каюъ аргументь. 
Исремняое у имфоть вошественных значе только при 
зваченихь х, удовлетворяющихь условио: 


—12=0, ши &— 0-09, 


зе. Дня бвушо областей: 
=—1, 21 {2) 


испрерывнаго аргумента, 

Для кождаго пеъ значенй х, лежащихь въ отихь областихь, 
персмбнное у ныфеть дов значетя (пеключене составимоть зна- 
мени: #==—1 и 2=--1; при коихь пореминое у принимасть 
по одному значенно, и именно: у=— 1, при з==-— 1, и у=-Н1, 
при в=- 1). 

Дан того, чтобы перезВиное у представляло функцио, необхо- 
дамо щитнить основан, по которому выбиралось бы одне изъ 
этихъ знален, то нли другое. 

Рьшая уравнене (1) отяосллельно у, получимь ве коряя: 


у=е-У-Г у 


атуя-Е (3) 


Каждый изъ нихь предотавляеть функцию артумента х въ обла- 
стяхь (1), бо каждому значевио аргумента, х соотвфтотвуеть одно 
звачене одного корны и одно значеще другого коряя. 

Принято разсматривать уравнеше (1), кажъ уравнене, опро- 
дВлятющее 05ь функищи (3). . 

Замфтнаь, что значеня первой функцш удовлетверятоть но- 
равенству: ужл и значешя второй — неразенству: у. 

9°. Разсмотримь уравнене: 


я-а 


Оно не опредённеть функши. И въ вамомъ дфиф, порспиеавъ это 
уравнен!е тать: 


ау — 1 =0, 


увидиыкь, чо ему удовлетворяють только дв системы вешествен- 
НЫ ши у 


Па=у=+  За=у=-ь 


10°. Положимъ, что перемЪаных у п 2 связаны равенством: 


х 
а”, 


у 


ЕДВ а есть постоянное положительное число, отличцое от» 1. Есля 
х разсматривается, какъ аргументъ, то перемфнное у представляеть 
функцию х дя всякой области при усломи: а*_> 0, ибо, при этомь 
уеловш, всякому дапному значенно аргумента озвфчасть, какь 
извфетно изъ алгебры, одно опредфиенное значене у '). 

Функтмя эта носить навван!е показательной, причемъ постоян- 
ное число « называется осповеиемь функци. Изъ всевозможныхь 
показалельныхь функщ обобаго вниман!я заслужнваеть та, въ 
которой основан еетр число, обозначаемоь буквою е и предота- 


. т)» 
злягошхее эредзьли, из которому отремитея выразевита ( +) при 


безумном» возрастании ц то какому ии веть закону *). 
177. бложная фупкцы. — Если 2 есть функцы аргумента у 
для ибкоторой области: 


а=у=ь (1) 


гого аргумента, причем у есть, въ свою очередь, фунещя аргу- 
мента д для нзкоторой области: 


аж В, {2) 


то г веть фунюшя аргумента х для тфхь значе изъ области (>), 
которьтиъ соотвфиетвують значе у, ‘лежания въ области (1), пбо 
каждому подобному значению х буцетъ соотвЪтезвовать ойло’ опре- 
д»Ъленное значене », Пероынное 2, по отношенио къ, нозываетея 
слежною фунишею аргумента з. 

Позожимь, наприм®ръ, что 


в=--Уу, причемь у 
ПеремЪнное 5 ость фунещя аргумента у въ области: 
9=0, @) 


причемь поремённое у всль фунищя аргумента д въ каждой пзъ 
областей: 2<1, т=т. Но вначешя у, соотвтетвуюзщя области: 


\) Сл. Н. Билибинь. Алеебра, 4-е изд, Стр. 340 п сд 
2) Тоже. Ор. 487, ` 
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&<1, не лежать вь области (1); между тЪуь какь вначен!я у, 
соотвётетвующя области: х2е1, образумоть область (1). Сяздова- 
чельно, перемвнное & есть функшя аргумента > въ области: ие1. 

178. Алтобриичестя и транедендентиыя функцих. — ели перемин- 
вое у ость такал фушищиа аргумента х въ области: 


ве, 


ато воякое значейе пргумента & этой области и соотвфтетнощев зпачен!е 
фушици удовлетворяют одуому и тому ме уравпеню: 


Риу- Рун --.., РР... 4 Риу- Рь= 


гдЪ каждый изъ коэиниментов» Вр есь иныал фунищя (176,4) яргумепта <, 
го |упкщя у называется алгебраическою |унецею аргумерта х. Вт, протироло- 
ложнезеь случа функций называется траясцендентною. 

ЗВеякая разйональнал фупктя (176,5°) ост, фупкця алгебраическая, ибо 
опа удоззетноряеть уравнелие: 


Фу+Р, = 8. 


ЗалуВеизиь, что воякал фушайя у, выражецнал въ арзумепт® при помощи 
знаковт: сложены, вычитал, умножения, дфленя, возвышения въ стенепь съ 
рашональшиамь попанателех н извлечены корпей, веть, согласно опредфхению, 
адгебрлинеская фупвиы ареумелия, Пояениух. принйезояль. 

Выражене: 


есть фупищя 2. Опа, очевидио, удовлетворлегь уравиенио: 
. з- 
—2—У, 


зоторое, по упичтожепиг звацовт корней, приводитол къ тако: 


9Из- 


#1 Ре- ис 60 — 48) — (и 80, 


Одно изъ выражен у, удовлетворяющихь этому уравпелуо, и преяста- 
вт, взитую футио. 

Залуатоеь однало, что пе всякая пягебранческая фупиця пособие вы- 
ражалься вт, арнуменгВ & ири июмощи указалныхт. звакову дфйетий, ибо ве 
веятое алтобрамчесьое уравнене па’емь корпи, способные такимт, обраломь 
втражатисн черезь коэрфигенты атото уразнешя. 


$ 11. Графическое изображен! фунид; 


179. Шоетроене кривой, изображающей ходъ изниошй 
фупкнух ири возрастах аргунента. — Примеуъ камх-нибудь 
дв взаимно перпендикулярныя прямыя 2%, и уу, за прямоусольныя 
оеп- координать на плоскости. 
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Возьмемь какую-нибудь функцию у») п будемь разема- 
чривать знален!я непрерывнахо аргумента, какъ абсцисеы точект, 
& соотвфтетвуюния значешя функщи, какъ соотвуственыття орди- 
маты этихь точен, н вообразимь, что построены всф точкл для 
нВкоторой области аргумента. Точки эти образулотв вометрииеское 
авыио (иривуто) (черт. 28), которое можеть разомативаться, каКЪ 
зрецфинеское нзобрижене фупини въ указанной области аргумента. 


Чери. 28. 


Филгура этой кривой наглядно представить ть изыфненя, ко- 
торыя будоть претериВвать перемнная ордината при розраетаейи 
перемвнной абециссм, т.е. нагллдио представить хожъ изифненй 
фунюши при возрастани аргумента въ разематриваемой области. 

180. Примёры. — 1°. Фунещи Ал) =ах-СЬ графически изо- 
бражаетея прямо, составляющето ©ъ оо л-овть уголь, тангенеъ 
хотораго равенъ а, п пересовкмющею оер у-овь въ точей, ордлилта 
которой равна №. ` 


Черт. 29. 


2‘, Равемотрнь дв функщи /(2) = а В п ча) = а. 
Кандая изъ кихъ графически изобразитея прямою; положиь"ь, что 
прямыя эти соотвфтотвенно суть: А и СХ (черт. 29). Вели эти 
прямыя чепараллельны, то точка ихъ пересфчешя ФР имфеть 


—® 
абеписсою „=“ т. Положимь что разоматриваетоя такая функ- 
. В 8— 
щи, которая, для вебхъ вначенш аргумента: < 92 ‚ совпа- 


. . а— в 
даетъ съ функдюю /(2), а дая вевхь значек аргумента: # > и С 
совладаеть сз функщею 9(2); ясно, что графическимь нзображе- 


н'емъ таковой фунющы будеть тюманая лишя АРХ. 


$10. Нопрерявность функшй. 


181. Ненрерывиоеть фунецщёг для пашиато значешыя аргу- 
эелега. — Поняе о непрерывности фуннши, которое сейчась будотъ 
дано, принадмежихь къ ващнёйшииь понятямъ. Оно должно быть 
сопершенно точно и ясно усвоено. 

Равемотримь фувкино {(») непрерывнаго аргумента д, опредв- 
хенцую дяя области: 


аж. [6 


Позьлемъ чиело е въ этой области и положимъ, что числа ей 
ие -й, ДВ й есть иФкоторое положительное число, пе выходять 
ва транипы абласти (1). 

Составимь изъ зналевй функниг /(=) дв поемьйовениель- 
лови *): 


Пе), ем» 6-м. №... 
Ке-+-ъу пены» е--ь), 2 @-ь), 


причем, положимъ, что посл довательноеть: 


№ №, т: Л 


) Носаъдовалиольноеныые паз. безграпичиый рядъ чпеель, гдующих» 
другь за другому, по опредфяенлому закону. апр» приометичесная и’ теоме- 
трическая нрогросейи суть поеябионахольностн. 

Сл. Ы. Бизибних „Аагебра“. Мал. 4. Стр. 459. 

„Оспонаи анализа бездонечно малых 


Стр.1. 


" » 
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есть нослБловательноеть положительныехь чиселъ, безгранично убъ- 
вающихъ мо какому нн есть закону, такъ что 


= (е-Ры 


Положимь, что послБдовательности {2) п {3) лмФютъ опре- 
двленные предёлы, нозависимые отъ того закона, по которому й, 
безтранично убывает. 

Обозначим эти прежьхь соотефчетвенко символами; 


в== бт (е— 1) 


6-9 ко №0 ) 


Фунишя [(2) пазывчетоя непрерывною при: 
овен напьюта ивато равенеатас: 


‚ или ВЪ МБОТЬ #, 


Ре) == ее -- 0. (5) 


Равенсиве эти равносилыны таковыми 
ве — КО ==0, или [А], =). {8) 


182. Непуюрывноеть фунецш па грамицахт обласле ареу- 
мента.—Должно сдвлать заыфчан!е о тзхеь значеняхь аргумента 2, 
поторыя совпадают съ трачицами его области. Фсли е==а, то о 
виуволв /(а— 0) не можетт, быть рёчи, и можно говорить о слм- 
вол6 /(«---0). Ест же с==ь, то, наобороть, не можеть быть рфчи 
о симзояв /®--.0), и можно говорить хольво о символв 2Ф— 0). 

Говорят, что фунищя непрерывна, на зраницаяь области аргу- 
мента, если ваБютъ мЪето равенства: 


Каро =Ка ы о — 0) =10). 


Непрерывность на гранилахъ можеть быть названа одио- 
еторониею. 

183. Иенрерывноеть функуи въ области аргумента, — 
Фунющи [(=) называется иепрерыуною вурири облаети аруметин, 
если она негрерывна для каждеюо значемя аргумента, лежантаго 
внутри этой области. ели же она непрерывка и на гранинахь 
обласки, то она называется непрерывною во всей облаети аргумента, 

184. Иное ‘форнулнровые понямя о непрерывности. — 
Если нопрерывный артумевтт, имя значене с, получасть я99- 
чее с-|-?, гдЪ й положительное или отрицательное число, то 
товорять, что онъ испытываеть зилунинене 1. Положительная пли 
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оирицажельная разность /(е +2) — /(е) называенея воотолтатив 
зцима прирещещемь фунт. 

При помощи этихь терминовъ и на основан равенетаь (5) 
опредьлев!е повят!я о непрерынности функщи внутри области аргу- 
мента можно формулировать такныъ образомъ: 

Фунгня Р(х) непрерывта внутри области флумевта, сели при 
волком зничещи арзумента, ззятолмь внутри этой области, беако- 
печно малому приращенио прууметиа свотатинетвуета безконгино, 
малое. прираяцене фупкцги. 

ЗамвчаНТЕ. — Если данная фуньшя есть фунющя непрерыв- 
вая, то каждой точкё М кривой (черт. 28), изображающей фуше 
цио, соотвфтствуеть такая точка №, для которой хорда ММ, 
представляеть сколв-утодно малый отрёзокъ. И въ самомъ дЪлЪ, 
проводя хорду @1/,, получныт: 


МИ, < МР РМ, 
пли 


ММ, < (Ом, — ОМК, ИМ. 


Но, для непрерывной функц, разности: (ОМ,--ОМ) к (М.М — ММ), 
предетавляюлия приращене аргумента и соотвфлетвенное ирира- 
щене функщи, могуть быть сколь-угодно малы; слЪховательно, 
отрёзокь МОМ, можеть быть сколь-угодно малъ. 

185. Разрывъ непрерывиоеги. — Если для иЪкотораго зна- 
ченя аргумента, равнаго с, равенство: 


Сено... = 


не удовлетворено, то гозорятЪ, что /(2) иметь разрывъ непре- 
рывноети при =. 

186. НцинеВры непрерывныхь функшй. —1°. Фуисвя а7", 
адзь п верь питуральное чнело, сети, функнён испрерывния дли всяхао 
знанешя с арлумениа. И въ самом дёиф, равсмотримъ разность: 


(еле. 


Она можеть быть разложена ') на двухъ сомножителей, изъ конхъ 
одинъ есть разность: 


е-ь—е=ь, 


а другой 
ее -е-ие+ .. 
1} Н. Билибинь. „Алгебра“. Изд, 4. Стр, 86, 882, 
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Который означимь букрою Р. Итакъ, 


ео = 


Р. 

Отстода, 

фе. 

Такъ какъ, при безконечномь убывани '!й, сомножитель | Р; 
не возрастаеть безгранично, 10 онъ остается менфе нЪиотораго 
числа А, и, сл®довательно, 

[(е- в — ен. 4. 

оли {№ стремичся къ нулю, т.е. если онъ становится и 
продолжаеть быть мене т. гдБ а есть сколь-угодно малое за- 
данное число, то 

Ю-- "1 <, 
ИЛИ 


р © Е — } 


Равенство 910, на основан поняшя о непрерывности, говоритъ, 
что функщя ях”, ЕДВ я натурельное число, асть фунвтия непре- 
рывная при #==6. 

25. фуньцея @ 1дь а половентельное циело, еоть фунииёя не. 
эфермоная дав вопьаю зночетн ирауметна. Й въ вамомъ дл, 


аа ата Г) | 


а"! — 1}; 

но {в* —1|, при стремленш # къ пулю, становитея и продолжаетть 
быь ‘мене всякаго заданнаго числа, напр. числа =, ТЛВ а про- 
извольно малое число ‘). Слфдовательно, 


а . 
ай — ат] < а. р пли «а, т. (а — 


что и требовалось довазать. 
3°. Лилобранческал сума пепрерывиихе функий сеть функея 
эспрерывная. И въ самомъ дёлЪ, вели 


Ед Ка, 


2) К. Билибинь „Алгебра“. Увд. 4. Отр. 342, 
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тдв Е) н (2) суть непрерывныя функции, 10 ') 
(а), = КО, „не, .,-= о -Ф(@). 


4". Произведено пепреуявныхь Фиункцй есть фушайя иепре- 
рывиая. И въ самомъ дфяЪ, если 


Е (и) ==Ка) . 9 (>), 


то 
ео, ВНИЗ, РЭ, „ИФ. 9) = Ро. 


57. Степень нонрерывной функций есть функня пепрермемая. 
И вв самомъ дл, вели 


оу, 


то 
Е. = о), „м = [Де == 29). 


67. Цьлая фуикна 


а) = а-я а... Наив 
есть функшя непрерывная для волкаго значеня 2, ибо она равна 
сумы конечнаго числа фунющй, мепрерывныхь при веякомъ зна- 
чении аргумента. , 

7°. Частное двухь попрерывныхь фупьийй веть испрерывная 
фуопил для кожедено изб ‘питен =, не обрашеюющихь знаменателя 
въ нуль. И въ самомъ дёлф, вблт 


то 


т) 


Если с есть корень знаменателя и, выфетВ съ тёыъ, сеть 
корень чисхителя, т.-е. если 


(=0 я К=о 


"(2 
то частное и можно иногда разематривать, какъ непрерывную 
фуницио и пря 


с. Возьмомт, примёръ. 


3) Н. Рыжие. „Алеобра“. Изд. 4. Стр. 454 и сд%д. 
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Положимъ, что 


м #1 еее и 
ОТС 


При #=1 числитель и знамонатель разематриваемой фувкнт 
обращаются въ нули, и фунющя теряегь опредфленный сыыслъ. 
Для вефхъ остальныхь значенй х она имфеть опредфленный 
емыель и равна фунещи: 


представляющей непрерызную функцию для везкато значежя аргу- 
мента, 1бо ея зиаменатель ни при какомъ вещественномъ значени 
аргумента, не обретается въ нуль. Если, слЬдовательно, условнмел 
ститаль, что 22) = Е) при всякомъ значени аргумента, а сд®- 


довательно Р(1) =), то можемъ равсматривать Ё(2), какъ 


непрерывную функцио для всёхъ значенй аргумента. ° 

83°. Равомотримь сложную фунецио #=/(у), тдё у=Иа). 
Если у есть непрерывная фунещя перемфнынахо 2, а 2 веть непре- 
‘Фывная фунющя перемфннаго у, то = есть, выфотВ съ тфыъ, непре- 
рывная фунещя 2, ибо безконечно малому приралиенио х соотв%т- 
ствуеть безконочно малое приращеню у, & сему послёднему— 
безконечно малое приращене 2; сифдовательно, безконечно малому 
прирашенно у соотвётетвуоть безконечно малое приралиеве #, что 
и нужно быхо показать. 


. 187. Нршявры разрывовь. — 15. Разёмотримъ выражен: 
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Оно предотавляеть функцию при 721 н херяетъ смыень при #=1. 
Назвавь ве черезъь {(>), можемь показать однако, что предёлы 
Е— 0) и КЕ-- 0) существують, причемъ оны различны между 
собою. И въ самомъ двлЪ, имфемъ: 


8 1189. 


тд й положительное чисно. Иринимая во внима, что, при без- 
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2. безгранично убываетъ, по- 


й 


р. 


траничномь убызани 1, число 2 


лучимт: 


фо =ищЕ 1, +, КЕ-- о) = Ню Т-Ь В), = 


т.-е. 
НЕ— 0) вв АЛ). 


Отсюда сивдуеть, что, какое бы добавочное опредфлете раз- 
сматриваемой фунищи при х= не сдфлали, значение 1 ред- 
ставить меню разрыва функций }(®), если это знанейе леженть 
внутри области арумеюни. 

СхВлаемь, однако, слёдующ замбчаня: 

1. Есян ограничимъ облаоть аргумента услошемь иж] и 


1 : 
— 3, то мощемь оказать, что функщя не- 
прерывна во веей области аргумента, ибо на гранлиВ этой области 
можно товорить только объ односторонней непрерывности (182), 


каковая имфеть мфото, ибо, какъ вилфли, 


положим, что /(1) 


м—о=—фу=Ю 


Я. Шели же отраничимъ область аргумента условюмъ х=1 
и примемь, что ИТ) 1, то мощемь сказать, что фувющя непре- 
рывна во всей области аргумента, нбо, какъ видфли, 


ао. 


2°. Разсмотримь функц; ‘ 


Па... 


`Функщя эта для вебхь вналевй аргумента 220, представляя 
сумму безконечно убывающей геометрической прогрессш, совпа- 
даеть съ фувкшею 


==; 
и 


яо пря х=0 фунищи {(2) н ©(2) не совпадають, ибо 


Ко=0, = 
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Принимая во внимане, что 


Зо [72], , = 109) „==1==9(0) ве =/К0), 


заключаемь, что, при &==0, [(2) эретертувеень разрывь пепро- 
рывноети. 

Нринязъ, однако, 0) ==1, можемь разематривать фулкдио / (2), 
накъ непрерывную н дня значешя х==0, будеть пи зто значее!е 
лежать ввутри области аргумента или на ся границахъ, ибо 


Ша], 5=9(0 —0) =$(0--0) = 1==4(0) =1/0), 


$ ТУ. Основное свойство непрорывной фуикхие. 


188. Теорепа.— ели {(2) веть фунешя попрерывная ва области 
арауменна: «5 в =, то уравненме 


К = с 


9 С есть динное, произволииов, ициело, заключенное между значе- 
шали Г(а) и КВ), омлеты, по крайней зюшиь, одииз корень, удовле- 
мворяюний перавенетвалиг 


«<=<ь 


_ т.е. Орушми словами, функии К®) можета идиьть всякое даниое 
значение С, заключениое между Ка) и (0), для одною или изьеколь- 
каза значенй аруумента т, лежещцикь между а и 6. 

1°. Геометричеснае истолноваще Теоремы. Подожнит, 410 кри- 
вая СЛ (черг. 80} графически изображёеть функцию [(л) въ области 
аргумента, границы коего суть абсдиесы: 


ОА=&, 0В=в 


Черт. 30. 
м В 
ва н, 
Е 
о х 
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ординаты АО и ВР представять соотьФтетвенныя значев!я: /(6) 
и И5) давной фувкийя, тажъ что: 


А6=на, — Вр=1). 


ЗВозьмемъ отрёзокъь ОВС, заключенный, по своей вели- 
чинф, между ординатами АС н ВО, и проведемь прямую ЕН, 
параниельную 9ви ОХ; прямая эта переефчеть кривую, но крайней 
УВРЬ, въ одной точкь (ва черте она пересвкаеть кривую въ 
трехь точкахь ГР, @ и Н); ординаты этнхь точекь УЕ, Е@, 
НТ, .. будучи равны отрёзку О, предотавягь одно и то же 
значеше функщи Г(м), соотвётетвующее тремъ значенямь аргу- 
мента, равнымь абсциссамь ОТ, ОК, ОТ, ..., вакиюченнымь 

- между абоциесами в и $. 

Итакъ, олдовательно, на прилагаемовгь чертеже функщя / (2) 
имфоть значене (, заключенное между /(а) и КВ), для трежь вна- 
ченйй аргумента: 07, ОК, ОГ, заключенныхь“” между ии В, тв, 
уравнене 


К 


имфеть три ртшевя, заключевныя между а и 6. 


2°. Аналитическое доказательство теоремы. Разсмотриль фувкцию; 
эф = - 4 
которая, очевидио, будеть непрерывиа вуфот6 съ /(9). Отсюда 
+0 =1а)-6  зф=®-С. 
Таш важь число” С’ завлочено, по условно, межу /(4) п ДЬ), то одно взь 


зизчений: 3(а) м 9%) воть чполо положительное, другое — отрацатольное, По- 
ложимь, 410 


<, $6) >0, 


и возьмент три числа: 
% ту, В . [6 
а+5 . 
приземь —— заключено, очевилао, между @ п 6. Бели случитол, что 


ру) 


‚лопательно, теорема будеть доказана, ибо, иЪйетвилельно, лашлось 


а 


езду @«л © таков значеше 5 ИРИ поторомъ значеше /(2) равно даи> 


п, 


ному зиелу О, заключенному между /(а) и /(6). 
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Но положикь, что этого не случитен, и пазовемь первое из» чисель (1), 
при котовожь (=) > 0, буквою 6,, а прелъидуииее-—буквою а:, тавъ что: 


(< 0, 96)>6% 
и разсмотримь три чиеза: 


й 
в А, ® 


ети с 
цз коихр число «+ —', будучи заключено между а; и 8,, содержится между 


а и В, причеми разность ,— а, вллое менфе разносги 5 —@, такъ что; 


а; = 5... Воли случится, что 
з—@ 


Цериее-онь » уно 


1, србховательно, теорема доказана. Но лоложимт, что этого це саучител, и 
вазолемь первое 95 чисель (2), при которомь 9(4)>> 0, бунвою 5;, а предъ- 
нлущее—буквою @;, текъ что: 


{а < 0, 36.) > 0, 


и раземотриму три числа: 


т, ` ®. 


13% вопхь чиоло =. 


причемь разность 6, — а, вдвое менфе разности 9, — &,, такф что: 


заключенное между й; и 6:, еодераится между @ п 6, 


В 


а, _5— 
5 =. 


$—а. 


Продожнан послушать подобыымь образомь, или придемъ къ такому 
числу, закаюченному мевду ап, котброе обратить фуньльо $(#) въ нуль 
Ци, что то же, функжио /(7) въ чпезо 0, и тогда теорема будетъ доказана, 
эли образуемь дв яослльдоветельновние 


@, а, а:, ‹ 
ьь, ь, .. 


ивь хонзь первая пе убывает, вторая не возрастаеть; сафдовалельно, каждая 
изъ инхь огремится кз предЪау, причемъ иреджялк этоть одииъ и хоть же для 
оббихь поелбдоволельиостей, ибо 


стремится кь нулю при безграилчяомь зозрастаии 2, 
'Нредфаъ этот» заключень между аи. Назвавъ его буквою г, получинь: 


о В, 


ХУРОЪ ТРЛГОНОМЕТЬТИ, . 
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Образуемъ тенерх льЁ з0бль,довалтельносние 


$), 9(0:)) 9), 

$6) +0), э@>, 
Каждая изъ этихъ послфдоватеньностей имфеть одинъ и тотЪ же предфлеь $7), 
ибо, но непрерывности фуньшл 9(<), 

п (о -ь 90), =96), 

Пол Фо) ьь 9 (бы) ног] = #0). 


Сь другой стороны первая {вторая} изь этихЪ послбдовательностей ееть ио- 
слёдовалельность отрицалельныхь (положительныхь) ‘чпоель; сафхопахельно, 


› 9) +. 
> 9 


$(7) =0, $1) 20. 
Эти два результата, требуют, дли совувотнаго существовашя, чтобы 
$69 =0, т.е. чтобы Г) — 6=0, 


отвуда ` 
#0) =6. 

Равенство 910 и доказываетв теорему, бо оно говорить, что мевду числами 

а кЪ существуеть такое число г, при котором значеше фульциг {(2). равно 

числу 0, закточенвому между /(й) п /{Ф) п произвольно выбранному. 


187. Сждетые. — Бели Ка) н КБ) чмиють противополовеные 
зноти, т.е. Ко50 п ке то существуеть станов значеще т, 
закаючениое между & п ®, ири ноторома 1 (г) =0, или, другии вло- 
вами, фуниийн [(х) нааыоть корень г *), заключенный мозеду в и $. 
И въ самомъ дёлЪ, при задавныхь увловяхь: 950 в ды 0, 
можемъ взять 0=0, ибо 0 ваключено между 


К и №) 


Сявдетие это очень просто’ пояениется графически. 
И въ самомъ дл, если одно изъ значенй: {(а) и /(5) есть 
чиело положительное, а другое — отрицалельное, то точки Ли М, 
имфющйя ординатами значеня; /(а) и /0), лежать по раздичнымъ 
сторонамъ ост 5-овъ. у 
Кривая, изображающая функцио {(=) (черт. 31) и, сл®дова- 
тельно, проходящая черезъ точки № и М, должна, по непрерыв- 
ности функщи, непремфнно пересфчь 005 х по крайней мВрф въ 
одной точиЪ (на чертежф она пересВкаегь въ трехъ точкахь (0, 


1) Лориень фунвуйп пазываехен таже значеше артуменуа, которому ео- 
отвфтетвуеть злачене фупецил равное нулю. Нить хории фунний 2*—5--6 
суть вы 8. 
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р, Е). Ординаты этихъ точекь, предетавляюцщия вначен!н {(х) для 
значен!й аргумента х, разныхь абоциосамъ этихъ точек: 00, Ор 
и ОГ, равны нулю, Итакъ, слёдовательно, разематриваемая функ- 
ця /(=) пыфеть значене, раввое О, заключенное межку. ордина- 
тами Ё(а)==-— АМ и /5) = ВМ, для трехь абециссъ: — 00, ОБ 
и ОТ, ваключенныхь между абециесами: 


=р— 04 и $= ОВ. 


Черт. 81. 


188. Лотарпоническая функшя. — ФункЩя д” есть функшя 
непрерывная для всякой области аргумента, причемъ:х 


Чо, если #>Ъ 


0, в 


>, аг?—0 , ей в<1. 


Предылущая теорема говорить, что какое бы число С’ не 
было взято между 0 и -|- ©>, Т-е. для всякатю поломительнаго числа С, 
существуеть эсакой’ показатель +, при потороме 


с 


& 


Показатель ^ называется, каюъ извфотно, логаривмомъ положитель- 
наго чнсла О при основа & в обозначаетея эмильмь образом: 


> =106» 0, 
13° 
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Этоть показатель х есть единственный для даннаго [92 ибо если 
>», 10 
а = а”, 


смотря по тому, будетъ хи в=21. 
Доказанное предложене о показател® г. говорить, что нере- 
оиъиное у, отредзъьленное равенствома: 


У = 105%, 
есть фуккиёя арзумента и для облаети: 
2720, 


ибо веякому значентю О аргумента, взятому въ эт0й области, отвЁ- 
чаетъ опредфленное значене ” перемфннаго у. 
Функщя эта называется логариемичесною. 


ГЛАВА Ц. 


Основных свойетва тригонометричеекихь (круговыхъ) 
фуикшй. 


$ т Понжя о тригонометрическихь функшяхъ. 


189. Синуеь и косинуеъь аргужента, область котораго пифеть 
тралидаин числа; —я и --^.— Ноложимь, что х предетавляетъ 
непрерывный (173) аргументъ, и раземотримъ обнасть: 


жи, [60 

ТАБ к. есть постоянное чиело, предетавляющее отношене длины 

произвольной окружности къ даметру этой окружности; прибли- 
: 1 

женныя зязченя чисель х и = и ихь обыкновенных логарио- 


мовЪ ТАКОВЫ: 


х ==8,14159265; 105 ==0,4971499; 
1 


=0,3183099; 


‚5028501. 


14°. Синусомъ арзумента въ облаети (1) называется эпькоторая 
Функц э71010 артумента, значене которой, воотатиствуклцее знал 
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ченю а арументие вв этой облиети, раопо синубу этою ума (буи), 
хопорому соотвествует» триговометричесий . уюлз (3, 48), равный 
чиелу &. - 

20. Косинуеомъ арзумента в5 области (1) называется иъкотории 
фуннщя этото илументи, значеме которой, соотеьтетвующее зна- 
лено в арзумента иъ этой облавтиь, равно ковинусу тозо узла (ду), 
зоторому соотвпапетвуеть триганометричеснй узоль,. равный чнелу а. 

Понямя эти не противорфчать установленному выше (174) 
понятно о функщи, ибо каждому опредфленному значению аргу- 
мента изъ области {1), какъ положительному, такъ и отрацатель- 
ному, разематриваемому, какъ тригономегричесвй уголъ,- соотвЁт- 
ствуетъ одинъ опредфленный геометрическй уголь, положительный 
или отрицательный, а этому углу соотвётетвуеть одинъ опред$- 
ленный сивусъ и одинъ опредёленный ковинусъ. р 

Синуеь и косннуез аргумента х означаются соотв®тотвенно 
символами; зше И созх, гдф знаки: эщ и сов суть. фуикыональные 
знаки (174). 

`Изъ предыдущихь опредфлен! слёдуетъ, что, напримВръ, 


зв (22,5) в (= 1807. 32.) - 1 36545'88", 


сов(-5 8) сов (-180° У) 20899814791", 


Такъ какъ синусъ и косинусъ аргумента х въ области (1) 
севпадають соотвфтственно съ синусомъ и косинусомъ тригоно- 
метрическаго угла 2, то они удовлетворають слФдующимт, уста- 
новленнымь въ первой части этого курса (14, 27, 28), равенствазь: 


зШ(я—ж) = эт 0085-х) =—0055, 718 ‘Ох; (№ 
зтСя—2)= ва, соб к— =) <ов%, ДВ —я==з0; (В) 
81-7) эта, 08(—=) 6092, ТДВ —п=ажыт. (©) 


130. Синусь я косипует аргумента въ иролзвольной 0б- 
яаети.—Тажь вашь симооль: эта и вовх опредфлены пока тельно 
для области: 


кат, (1) 


то. дяя веякаго значен!я аргумента, выходе изз этой области, 
имфемъ право давать навя-утодно опредфлешя этимь символам. 
Раземотримъ два числа: 


ей" и м 
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тв Ё произвольное мелое чело, и покажемь, что, по крайней 
зеБрб, одно из энниь чиавль вытодить изь области (1). И въ ва- 
момъ дЪяЬ, если бы з принадлежало этой области, то = 
прянадлежало бы области: 


Ша ди е- я о -- к : {2 


я, ввховательно, выходино бы изь области (1), ибо траницы об- 
лаети (1’): (—=- =) и СР*=-{-2#=) удовлетворяють неравен- 
ствамъ: 


—я-- 2 «<< Эт == — п, рри отрицательномь ^, 


-Ра-- 2 > —я-- ре с, при положичельномъ. /. 


Замтивъ это, примемъ, какъ опредфлене, слёдутощее свойств 
Дия веякаго эначейл азумвнта символь: зах в совш 90- 
влетаоряютиь слюдующимь равенетвама: 


ах, во5(#-Е 2я) == сов, 11 


НЦ -- 2% 


чъь Ё произвольное цтлое чело. 
Изыфнивъ въ этомъ равенствв х въ (— я-—-2) и положивъ 
=1, получимъ: 


зш(я-— 2) ==м1(—т—2), 608(= — 1) = 608 (—п— 2). 


Но для области —я==2==0 имвли раленотва {В): 


пс — =, 608(—*-—#) =-- 6083, 


а потому, для этой же области, 


Эп(х--==зшх, °  в08(®- а) ==- 6084. 


Сопоставляя эти равенства съ равенотвами (А), получизхгь: 
эм (= — #) = #1, 605 (я — 4) =- 0085 [А] 
Эля области: 
теж“. (в) 


Далфе, принимая во внимане, что (— д} лежитъ въ области (1), 
если д лежить въ эхой области, можемъ изывнить въ предыдущихь 
`равенствахь х въ (—2) и получим: 


ви (я-+- 2) == т 2), 608(®--я)=— сз (—=}; 
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откуда, принимая во внимаые равенства (6), найден: 
зт(а-- 2) = — та, в08(#-- 1) == — с05%. 
Итакъ, дая облавти: 


—яща= я 


имвемь: 
зи (= -- а) = — зи, 605-22) = — с05%. [А 


Установивт свойства, выражаемыя равенствами [А] и`[А’], по- 
кажемь, что 

Символы Зпыр и с0в0, для веякало зноменял арлумента, суть 
функщи этою арзумента, т.-в. дипнолу зиоменйо арлумента, 35 
закой узодно области, воотвтипетвуеть одно опредълениое значе 
вимвола зтх и одно опредльлениое значенао енмвола в05х. 

И вь самомъ дЬлЪ, возьмемъ какое ии есть значене  аргу- 
мснта, положительное или отрицательное. Назовемъ буквою $ ч1ьлое 


чиехо,, небольшее числа — и блиокайнее къ нему '). 


Это число } удовлетворить, сл8довательно, неравенствамъ: 


0=-—1<1, откуда Общ Ы<® 


Принимая во внимане, что 


ев, 
полубимъ: 


зто зш[-- 


—&), сов == сз [в -|- (&— #]. 


оли 1 есть четное число, т.-е. иметь видь 2, то, на обно- 
ванйт равенствь [1], имФемъ: 


вши =вш( — НЫ), 608% = 608(# — №). 


Если 1 есть ненетное чиело, т.-е. имфеть видъ + 1), то, 
на основана равенствь [1] и [А], получим: 


‚тя зт(&— №), 6055 = —608(х— И). 


}[ призвиры, Фояи 


5, чо 7==5, Неля ..: то 1=5, Пола 


510 5. ели = 5, то а 
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Итакъ, пудемь члвынь: 


эти == (-- 17.9 (#- В, 6085 == (— 1). 608 (6 -[2] 
дн, ньлое цивло 1 опредюлено, при даниомь м. поравенствалие 


= 


2 —1<1 иль но то же. О0щЕ—Ы < т. 

Тавъ какъ каждому значенио х отвфчаетъ одно совершенно 
опредвленное значеше (2 — =), не выходящее изъ области, граннны 
которой суть 0 и т, и танъ какь этому значенно отвёчаеть одина 
опредзленный синусь и один» опредфленный косинуеь, то, какъ 
показывають равенства [2], каждый изъ символовъ: зп И с05 
пыфетъ, дия каждаго значешя аргумента >, одно соверщенно опре- 
дбленное значеше, т.е. каждый изъ. нихъ ипредставляеть фуницию 
аруумеопа х дал любой области этою атуменна. Это и хоттли 
установить. Назовемъ равенства [2] основными. 

Обозначивъ буквот и число градусовъ, содержащихся въ угл, 
которому соотвтотвуеть тритонометричеежй уголь, равный числу 
(#—т1), можемъ формулы 412], опредъляющя тригонометрическая 
фувьщи, написать въ такомъ виды 


ЭП =(— 1). и (и°), 6082 = 


— 1}. 60$(1°), [27 
тд ` 


08—10." 


Итакъ, слёдовательно, 
Установивь опредпленя функий: зшх и с08& для значенй 
флумента, зикмочениыеь меюду пи -- т, и 
2. Приняв, дал всевозможиьта значеийй арумента и ири вся 
комв иъломв №, равенетва: 


зн (я -- 27 ®) == 10, с05(7-Е Эй) — 6082, [1 


что имбли право сдфлать, 
получаемь, для ввевозмоотькть знамен арлумента, ды  функние 
Зшх # 6082, опредьллелмия равенствами: 


зп = (— пу 1=), 6052 == (— 11608 (в — &), [2] 


зд Т есиь ипьлое чиело, пебольшее числа = в блажейиеве 
Значеных синуса и косинуса для значеня аргумента, равнаго 
числу ‘а, называются синусоль и ноениувомь чиеле а и означатотся 


лакъ: ата и соза. 


з мему. 
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191. Границы, между волорыми ложалиь ве значеня 8102: 
и вев зпачешя с055. — Изъ первой чаети этого курса извфстно, 
что оннусы и ковинусы угловъ заключены въ траницахь —1 п 
—- 1, причемь: 


и 0—0 = 0, 608 09—6080 =-Р1, 
Зи 900 — 1 1,, 605 90° — 60$ 0, 
31180° = тя 0, 605180° — с08= ==-1, 


Такъ какъ (х— ®), при веякозгь з, лежить между @ н х, то 
зп(е-—— (=) заключень между Ош! н в05(х — =) заключенъ между 
—1и-1. 

На основан этахь замёчанй и равенствъ [2] ваключаемь: 

Веб значеня, которыя способна принимать наждая изъ функций: 
Зтх и 603%, для всовозмонныхь значений аргумента, лежать въ обла- 
«ти (—Ъ 1). 

СлЪдовательно, зназеня функшИ зша и с032, дия всевозмоле- 
ныхъ значе х, удовлетворяють условямъ: 

— Тези, — 1 жбоовиже 1, откуда: ‘ани =5Т, {6059 451. (4) 

192. Соотношенле шежду функымии эпо и с08х для одного 
м гого зе злачещя аргумента. — Изъ первой части этого курса 
ИЗВЪОУНО, Что между слнусомь п вобивусомь одного и того же 
утла 4 существуеть соотношене: 


ЗА + 05° А =1. 


. Олёковательно, для веякзго значея а аргумента, лежащахго 
въ области (0, я), иметь мото соотношене: 


эта -|- с087 8 =1. 

Покащемъ, что подобное сооттонеие существуеть для веянаго 
значенл аруучента. 

И въ самомъ дВяб, основкыя равенства: 


зи = зна), сова ==(- 108 -—) 


дають: 


а ж-- с08 в? (х — #) > в05(#— 13). 
Но (#— #5) лежать въ области (0, =); сл6довательно, 


вт (#— в) воз («— =, 
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а потому 


1 . [3] 


для веякаго значеня +, что и требовалось доказать. 


193. Тангенс» и котаптгепет, аргуненха. — Каждое изъ вы- 
ражен: - 


322 -|- 6051 


тя 
5088 


представляеть функцио аргумента », ибо каждому значенно арту- 
мента [за исключенемь только тВхъ значен! и, которыя обращать 
знаменателей: зил и с0зх въ нули) отвфчаеть одне опредфленное 
эначене для этого выражен. у 
Фунькщи эти называются соотвётетвенно тангенсомъ и котан- 
тенсомъ аргумента х и означаютен. символами; {апеа и сос. 
'Итакъ, по опредёлеюю, 


4] 


Значетя этихъ Ффунещй лия даннаго значетя « аргумента, 
называлотся соотвфтожвенно злелменсомь п коннипенсоме чцела а и 
означаютея такъ: {ап6а и во а- 

Видим (1), что тантенсъ н котангенеь числа, лежащаго между 
—я и --», совпадають соотвЗтотвенно съ тантенсомъ н котан- 
тенсомъ того угла, которому соотвФтетвуеть тригонометричесяй 
утозь, равный этому члелу. 

Опредфлен!я [4] даютъ слфдуюнйя формулы, аналогичныя 

‚ формуламь [4], [А] и [2]: 


{аа (+ —#) = —Чацва, 608 (* — 2) = — 608; [А] 
@вив(+ -- 2) ав, со" д= 60; АТ 
фапел== шла — К), сою во (= "). [2] 


194. Секанеь и косеванеь аргумента, — Каждое изъ выра- 

жен: . . 
1 1 
ЗЕ М ше 

представлаеть функцио аргумента х, ибо каждому значенно аргу- 
мента |за исключевемъ только тёжъ значен!, которыя обращаютъ 
знаменателей: с05х и зшх въ нули] отвчаеть одно опредёленвое 
значеше для этихъ выраженй. Функщи эти называются еоотвёт- 
ственно сенансомъ и носенанеомъ- арулемиа х и означаотся сямро- 
лами: 3605 и 608662, 
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Итакъ, по опредвлению, 


[5] 


$865 == 


6032 


Значевя этихъ функц для даннато значеня а аргумента 
называются соотв тственио секансолев и ковеканеоль чела а и озна- 
чаютея тан: зеса й совеса. 

Равенства [5] лають: 


1 1 
| зес4:| = абзж[? 6096 — Тана 


Отеюда, принимая во виимане условя (а) (191), получимъ: 
|вве%{ 21, { вовесх |251. 


Сивдовательно, звачещя фувкющй зесх И с03есх, АЛЯ воевоз- 
можныхь значенй аргумента, удовлетворяютъ ‘усзовяит: 


зех=Т и 36521, совет 51 и 605664 == 1. 


Опредёлен!я [5] дають сифлующия формулы, аналотачныя 
фориуламть [А], ДА м [2]: 


зес(«—д) == весх, созес! &)==  возеся, [А] 
зес(х-|- 2) вез, вовее(=-- 2) = — возвел, | 
зесх== (—Изеце— №), 60$96%=(—17вовее(#— =). [2] 


195. Тригополетричеевня (круговыя) функции. ——Фуякщи: 
па, 0082, елех, соех, зе, с05еер 


иазывалотся тригонометричесними или круговыми функияни, Онф играють, 
въ математикВ первенствующую роль. Значеня тригонометриче- 
скихъ функц для значеня аргумента, равнаго числу а, будемь 
называть, для бвокращетя рёчи, тригокометричесниии эленеятами 
числа а въ соотвфтетве съ зригонометрическими элементами урла, 
которому отв8чаеть тритговометричесый уголь, равный числу а, 
когда а лешить между 0 и х. . 

196. Шеродичность трихонометрическихь функц, — На 
основаши равенетвъ [] и ‘при помощи опредёленЁй [4] и [5] по- 
зузииы ^ 


{вла (х-|- Эк) = ищвх, вов (х-. 9) = со 2 7] 
зес(х-Е 2%=) = зесх, совес(и-Ё 2#=) = созвех, ] 
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Равенетва: [1, [7] в ["] выражаютъ слфдующее освовное свой- 
ство тригонометрическахь функщй; значейл приюпометрнческихь 
фуныий ие измьняютеся, воли воотетотвующия значетя артумета 
величивананел или уленуиииотнел на произвольное кратное числа 
Свойство это навываетея перюдичностью тригонометрическихь функ- 
ЦИ, причемь число 8= называется перодомъ. Увидимъь, что функщи: 
Эт, 0, вес И созес ве обладаютъ мелыитьце перодомь, межщу тбыъ 
какъ функции: 15 и соб (193, 221) обладають меньниигь нер!одомъ, 
Тавнымь числу ®. 


$ 1. Приведеше аначовйй аргумента въ область (° 2). 


187, Теорежа.— Каждый пулиопоменрический элемента чнели а 
‚равена; съ точностью де знака '), однонмениому нуинономепиимевгомиу 


элементу изъуоторело чнело, принадлежюцииио облавы (° 


И въ самомь дёлЪ, замфниръ въ основныеь формулахь [2] 
аргументь х числомъ а, увидимъ, что каждый изъ тригонометря- 
ческихъ элементовь числа а Фавент, въ точностью до знана, одно- 


—Й=, 


прикадлежанщато, какъ видфли, облаети (0, =) и, сяфдовательно, 


‚ =). 


` & 
иыенному тригонометрическому элементу числа (& — #5) = [. 


принадлежащего одной изъ областей: (©, ИЛИ 


> 


. а - 
1°. Чнело [И припадлеженяь облавти (©, 


Теорема иметь мЪото. 
2°. Число [= 
Формулы [А|! показывають, что каждый изъ тригонометриче- 


скихъ злементовь этого числа. равент, съ точностью до знака, одно- 
именному тритонометрическому элементу числа 


— > 


Теорема, доказана. 
17 


— принадлежит» облаени 


принадлежащего области (® - 


Примъры. -- 1. Если а 


< 


1) Два чиста виз. равными с эпочноснилю до знаке, если модуни этихь 
чисель равны. Отсюда слфлуеть, что эти чиела или равны, или отлизелотся 
зналалиг. 
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и ‘чнело 


— = = = ‚ Т.-е. принадлежить области (о 
мулы [2] дають непосредственно: 


зв ( м2) у‘ 


оз ( и) { 1‘ 608- == 003607 


; фор- 


51609 8, 


ит. п. для другихъь функций, 


2°. Если а= 8 ‚ то и. =“, 1=5, и чиело [2 


приналлежитъ области (5 , в причемъ число "т 


надлежитъ области (с 


‚ з/: 
тельно: 
; 351. в 58 вн (5: ст , 1 
5-6 ([— як 6 (— 15 зщ ( 2) а 3130° 2, 
355 5 5 5 Из 
вов {— 1) 08 8 — (-—- 1008 ( Е) 08 608808 и я 
3°. Если «==, то 8. можеть быть ‘вычнсхено 1) только 
приближенно; а 56,898; 1 57, и число [= 2 ===01025 
лежить въ области (о, = 
Формулы [2] дать непосредственно: | 
т {- = = (— 1758 (0,109=) == — 5 (180.0,109) == — в 18924', 


ввз(-— т) = (— 1) 03 (0,102) == — 00 (180°.0,102) == — вов 18094" 


1°. Нредлагаемь для упражнев!й: 


1=, а=65.51515°3Т, а=1083196,69. 
198. Приведенйе аргумента вв область (о, 2). Прельиду- 
щая теорема приводить значене с аргумента къ значению В, при- 


1) Вычислен!е можеть быль выполнено при помоши логпрпомичесвихь 
таблицу. 
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надлежащему области {0, >}. Если значене $ принадлежняъ обла- 
у я 


т 


ет (1,2 


), то дополнительное значеше ') 


принадлежить облаетп (0, =-}, причеме {16): 
+ 


506 = 0036, 6086== эс, баиаф == вов, 
с05ее$ == весе, зесб-=с0зесс, со = {алес. 


'Итакь, всякое значеше арлумеюта моэжена быть приведено а 


значеныо, лежащему оз области (©, 1). 


* Прнывьеь, — ели вы б/а, то 2 
109? ® 
. Это число петь области [о т =). Замвнивъ ето 
дополнительнььь числом 8, пбслёцовательно получимъ: 


100 


зщ (= =) —(— т и 


ит п. дия другихь функшй. 


6032520'24", 


$ 11. Корки тригонометрическахх фунецШ. 


199. Опредвлене.—Корнемъ фунхийх называетел значеше арзу- 
меюпа, при поторомь зпачене функии равио нулю, 
В : 

ПримзрРы. Число (-=) есть корень функщи аз -|- 5. Числа: 


ум Еа 
7 


суть корни функщи аа’ $2 -|-в.— Число 1 есть 
корень функши 106%. 

200. Корки тригонометрическнхь фупкий въ облаети 
(0, =). — Изъ первой части этого курса извЪетно, что синусъ и 
тантенсь положительна? угла равны нулю тогда и только тогда, 
когда этоть уголь раветь или нуле, или сумань дву прямые 


1} Два значены аргумента называются дополнительнылти, если ихЪ сумма, 


т 
`авна числу >. 
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угловы косинусъ и котангеноь положительнего угла разны нулю 
тозько тогда, когда этоть уголь равенъ прямому уму. Отеюда и 
привиная во внимане, что тригонометричесве углы (дуги), соотвфт- 
ствуюшие угламъ, разнымъ нулю, прямому углу и сумы двухъ 


% 
прямыхт, угловъ, суть соотвфтетненно числа: 0, и т, заключаемъ, 


что 65 области (0, *) корнями фупкнйй зи талех слувоте только 
числа 0 в т, причемь корень фупкий: совх и сов есть только 


часло ©. Италть 
8 ‚ 


810==0, зшя=0, 48180=0, Напа" ==0, 


сот —0, совы. ==0. 

201. Корни тригононетрическихь функлий въ произвольной 
области аргумента. —А. Жорни сипуед. — Теорена. Бшх изньеть 
безцислениое множество корней, причеме: Ю, воякй корень этих за- 
хмочене вв форлцриь бя и 2°, обратно, веякое число, заключенное в 
форлщыть бт, зд ® произвольной итьлое чиело, веть торенъ эт, 

Раасмотризгь основное равенотво: 


зпй == (— И’зние— #5). 


1°. Цоложимъ, что число есть корень вп, такъ что зра-=0. 
Основнее равенство дастъ: 


зт(а—#; 

Тажь какъ число (&— (=) не менфе вуля и менфе п, то един- 

отвенное значене, которому можеть быть равно это число, есхь 
нуль (200). Итакъ, 


а—*=-0, откуда а=5: 


тд [есть мьъкоторое цфлое число, что и требовалось докззать. 

20. Обратно, чисо фт, 1дь К произвольное сфьлое чело, 
есть корень зшт. И въ самомъь дл, дадимь аргументу 2 зва- 
чене, равное к, тдф $ произвольное цфлое чисно; тотда 


В 


Основное равенство даст: 


эт) = (— Гезкя 


что и требовалоев показать. 


Б. Жюрни хоеинуса. — Теорема Совх илиьеть безчнолениое мно- 
лееетво корней, причема: 1, веякёй корень сова; заключена вв (борлнитьг 


ЕО 
то 
- Раземотрнагь основное равенство: 


& 25, обратию, всякое число, заключенное вь формулмь 


5-› 19 К произвольное чрьлое число, веть ‘корень созт. 


е08 == (1) 608(ё — 1"). 


1°. Позожимъ, что число « есть корень с052, такъ что воза==0. 
Основное равенство дасть: 


608 (&— 1 


Такъ какъ число (и — №) не мене нуля и менЪе с, то един- 


ственное значене, которому можеть быть разно это чиело, есть -> 
(200). Итакъ, 


‚ откуда а=(- 1) 5, 


тдв [о ееть мьмомюрое цЗлое число, что и требоваловь доказать, 
2°. Обратно, ниело (э8--Т) 5, 20% Ё пронзвольное иное, 


сеть корень ©0зх. И въ самомъ дВлЬ, дадимъ аргументу х зна- 


чене (2#-- 1}- 
В я 1=ь. Основное равенство дастъ: 
бов [еь+ па - Беав [Рот] 
что и требовалось показать. 

В. Коряи тангенел н кохонгенел. — Теорема. 1°. Мории таи- 
зенеа одиииковы в5 корнями сниуса. 29. Корни попктиенев одъиековы 
ва кориями. ковинуеаь 

Раземотримь разенства: 


тдВ & произвольное цфлое число; тотдв 


(— 1605 


эта 


фата 


представляющя опредфленя функц: дает и сах, 

Принимая во внимане, что модули знаменателей, прн веякомь 
значени 2, не превышаютъ 1, заключаемъ, что {апо2 и воще обра- 
щаются въ нули только при тёхъ значеюмяхъ д, нри конхъ обра- 
щаготея въ нули ихъ чиехители, что и требовалось доназать. 
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Г. Воряи секанеа и коесеканся. — Теорема. Зесх и созесх ме 
нзвыюте корней. 
Разсматривая равенства: 


60866 = 


1 
860 оз › эт ' 


предотавяяющуя опредфлензя Функдий: зесл н ч0зест, видимъ, что 
ни та, ни другая изъ нихъ, ни при какомъ значеши д, не обра- 
птаются въ нухи, ибо чиолители ноетоянны, & модули знаменателей 
ие превышаютт 1. 

202. Зав чаше 1. — Давая посяфдовательно въ формул: дк, 
представляющей корни 511 и (ааех, букв & пцзяыя, возрастаюлуя ` 
зваченя: . 


(и, — 8, 60, Ъ 8, 3,..., 


получимъь сиФдующий возрастаюгий рядъ корней функщй эт 
и Чарёл: 


Ва, а, т, 6 я, 9, 8... 


203. Зажёчаюе 8.—Давая въ формул: (2% +0 ‚ предста- 


вляющей корнн со32 и воще, букв № послёдовательно цёлыя 303- 
растаюцщия значеных: 


8, =, 0, 1 8, 8 


у: 
получим слёдующИй возрастаючий рядъ корней совх и соед 


а, в, 5, Е, З.Ы. 


204. Олфдотве, — Предъидуця теорёмы товорнть, что между 
зазюдыми двумя послюдовсипельньюми корнями запел): 


я п 1 


заключается один и тольно одниз корень с082(045л): 


ы 1 
роте) 
Обратно, между падении двумя ослиздовательными корнями 
соза (сова): 


ве (- тя эт == (+ ыы 


2 


ХУРОЪ ТРВТОНОМЕТРИТ, 4 


— 204 — 
заключается одинз и тольно одинз корень зтя(1апал): 


Пе 


Итакъ, слёдовательно, пыфемъ: корни синуса (тазаенсе) отдЪ- 
лЯЮТЪ хорни носинуев (копиипенее} и, обратно, корни косинус (ко- 
зталаеноа) отдфляютъ’ корни синуса (иезаенев). 

Увидимъ это наглядифе, если выпишемъ, въ возрастатощезгь 
порндкВ, корни синуса (тавтенеа) и косинуеа (котангенса); 


т, 55, —2т, — В, ид, 0, а, м, +35, + 2*, +55, =. 


тд подчеркнутыя числа означаютъ кории косинуся (котантенса). 


$ ТУ. Положительных я отрицательныя значення трагонометраяческихь 
функий, 


205. Синусъ. — Теорема. Оннусь представляете: 

Т°. Положительное число для волкео значешя втумента, лежа- 
щезо между двумя послидовательтими корпями синуса: тн (ВР 1)т, 
д Ь четное число. 

2°. Отрицательное число для волкаго значешя арлумента, лежеа- 
цао между двумя послидовательными корнялие винуеа: Ия и (&-Н1Т)т, 
ад $ нечетное число, 

Для доказательства теоремы вопомнимъ, что сниусъ веякаго 
положительиаго утла есль положительное число. Сифдовательно, 
зшх предотавляетъ, сотлаено его опредёленйю, положительное число 
для веякахо значе аргумента, лежащато въ области (0, я). Вено» 
мнивъ это, докажемь теорему.” 

ЗВовьмель основное равенство (190): 


звае == (-— ЕУвнЦя—), 


1°. Положимь, что д заключено между двумя послфдователь- 
нымн кориями еллуса; &= н (#--1)ъ, гдф Х есть челное число 
Я, тавъ что: 
24 << (3-1, 
откуда - 


ем. 


Отсюда слфдуетъ,. что 1, представляющее пфлое число, не- 
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& 
большее числа и ближайшее къ нему, равно 24. Основное ра- 
зенство дастъ: 
зшя == 0 (2-—#). 


Но (#— =) заключено между 0. и л; слёдовательно, зш(2-—#) > 0, 
в потому 
вт > 0, 

что и требовалось доказать. 

2°. Положимъ, что х заключено между двумя посл®дователя- 
вымя корнями к и (&-- т синуса, гдё В есть печетное число 
{2а--1), такъ что: 

ат < = < (4-—)*, 

откуда 


во << ьфь 
слвдовалельно, 1=20--1, и основное равенство дазтъ: 


), 


ВИ == 5 


<хткуда 
812 < 0, 


что и требовалось доказать. 
Оты®тимгь частный случай: 


Сннусз положительный вз областягв, 


„(= 

Доказаниая теорема говорить, что, при непрерывноме возра“ 
тайи аруумемта, знаметя, пришимаемыя синусоль, жтиляють знаки 
тольно при переходь арзумента `черезз вакой ни воть корень = 
этой функийь причемь опь становятся отрицательными, если 
печетное, в полоэюительными, ввль $ четное. 

При убывави аргумента явлене будетъ оброллное. 

206. Жосенансь. —Такъ какъ, сорласио опредфленю, 


и опуи- 


зеинельный ва областяте: (=, 


Зшх. с03е62 , 


70 зах и 603602, для одного м того же зиачея аргумента, в0- 
выфотво положительны и совыфетно отрипательны, а потому предъ- 
идущая теорема иметь мсто и Для 60860. 


м 
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297. Залевчал. — ЗамЪтиль, что числа: {т представляя 
корни вт, не суть, однако, корни созесх, ибо, канъ видЪли (201, Г), 
созеся ше ныфеть корней. 

Имфемъ, слЗдовалельио, прим8ръ того, что виаченя функши 
мотуть мёнять знакъ и при переходв аргумента черезъ число, не- 
представляющее корня функции. Увидимъ (220, 20) однако, что. 
числа Кл имють для с05есх 060б0е значеще '). 

208. Коеннусь. — Теорема. Досижусь представллета: 

9. Положительное число ‚дал всяко значетя арлумента, лежа- 


зцало меоюду двумя послидовательнысми корнями косинуса: (2 -|- 1} = ЧЕ 
3), вели } ночвтное. 
2°. Отрицательное число для вслкало значетя аруумента, леза- 


4010 между двумл послльдовательвымиь корнями носивуса: (2% -- 1) -=- и 
С } 083. р) 


(25-3), воли № четное. 


Для докавательства теоремы вопомнимтъ, что косинуеъ оетраго- 
угла есть число положительное и косииусъ тупого- угла есть чиело- 
отрицательное. 

Слфдовательно, косннуеъ представняеть, согласно его опре- 
дБленио, похожительное число для значеый аргумента, лежащих. 


въ области: (с, =} и’ отрицательное число -— дня значений аргу- 


мента, лежащихь въ области: (=, =). 


Вепомнивъ это, докащемъ теорему. Вовьмемъ основное ра- 
веиство: 


6054 = (— 1) 608 (#— №). 


1°, Положимь, что х заключено между двумя послВдователь- 
иыми корнями косинуев: (2%-- р и евр, тд № есть нечет- 
ное число (24—1), такъ что: 


Пека, 
откуда. 


1 
< 


*) Замфтиль, что фупкши можеть и пе мфаляь зыажа при переход аргу- 
мента, черезъ корень. Нахр., фувкщя (% — 1)? предетавляеть, для вобхь зна- 
чешй артументе, положительное чпело; сибдовательно, при нереход$ эрёумеота, 
черезь ея корешь, равный 1, ова остается, важь и была, положительною. 
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«лфдовательно, {== 24, или же =24—1, и, въ соотв тств!с съ этамъ, 


= я ор 8, 
5 <2 <, вай же а < &<5; 


о, съ другой стороны, (х-—Ы) заключено между 0 и п; слбдова- 
хельно, 


0<2—и< >, если 1=94, 


Е 

=< д—_и« к вби 1=29— 1, 
т.е. 

608 (#—№)> 0, ебли =, 
я 

в08(д—#) < 0, воли 1=94—1. 

Теперь основное равенство даетъ: 
6085==(— 19 вов (х—ф В) >0 | 

м титд 


сова == (— 1Ум-1вов (2 — В) > 0 |" 
2. Похожимъ, что д закяючено между двумя послфдователь- 
ными корвями косинуса: (2#-- = и (28 -|- >, тд № есть чет- 
мов чиело 24, такъ что: 
Чат << (9, 
откуда. 
1 5 1 
анк <; 
«л»довательно, } = 24, или же =84--1, и, въ соотвётотве съ этимъ, 
х Е я. 
< — хат, вии о 0<—& <5; 
<ъ другой схороны, 
0<—И<*к; 
«лЪдоватемьно, 
< дит, ен 1=94, 


О<е—Ы <, оля 19-1 
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608(2— 1%) < 0; ви 1= 2, 


508(#— > 0, если Т=2а--1. 
Теперь основное равенство даетъ: 
в =(-—1)9 08% — 8) < 0 


и щит д 
6082; = (— 1 Н сов — № <0 


Отифтимъ частный случай: 
Косниусв положительный вв облаетять: (о, 


ноя Ы т 
отрицательный въ областяте: (=, =) и (=, ==). 
Доказанная теорема говорить, что, лри непрерывном возра- 
стан врлуметта, значеня, принимаемыл посинусомь, пилота 


знакз ТОЛЬНО при пережодь арьументь. через какой ии воть корень 


2в-|- 1)-=- коеннуев, причемь они стаповтиея отрицательными, если & 
р] 9 


четное, и положительгылеь, если Е нечетное. При убыван аргумента. 
явлен!е будетъ обратное. 
209. Секлиеъ.—Такъ какъ, согласно опредфленио, 


6087.5662==1, 
то 6034; И 5604, дия одного и того же значени аргумента, совм®отно. › 
положительны и совместно. отридательны. 
210. Заиёчан1е. — Замфтимъ, что’числа: 15, предета- 


вляя корни совх, не суть, однако, корни зесх, ибо, какъ видфли 
(201), созесх не иметь кориёй. 

Имфемь, слфдовательно, опять (207) прим руь того, что зна- 
четя функши могуть м6нять знакъ и при переход аргумента. 
яерезъ число, не представляющее кория функди. Увидимь (220, Г), 
однако, что чиела: (28 -- э= имБюЮть для 3ее2 особое значеше. 


211. Таигенет. — Теорема. Тазснсз предетавляета: . 
12. Положительное число дал велкало значейя илументиа, лежа- 


1 
ацело между двумя послюдовалтелииьии корни: №= и (+ 3)* 


синуса и косипуеи. 25. Отривательное число для всяко зпаченя 
арлументе,  лезсаио меду двумя повльдовазтельныяи кориллик 


("+ 3) жи (&-Р1) я оных же функийй. 
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Замвтимъ, что изъ опредфлешя {апез, выражаемато равен- 
ствомь: 


48155 


слфдуеть, что {апех предехавляеть положительное число въ области 
(=) архумента и отридательное дня области (5, =). 


Замфтивъ это, докажемъ теорему, 
Возьмемъ осиовное равенство: 


{ап = ва (#— 1). 
3°. Положим, что х заключено между йт и (&- 3) п, таКЪ ЧТо 
1 
<< (+), 
откуда 
1. 
<<, 
и, олЪдовательно, 1—1. А потому 
6<#—&< 5, т,-е. алв(2— 8) > 0, 
и основное равенство даеть: 
{ашех > 0, 
-что и требовалось доказать, 
26. Положимъ, что д заключено между (+=) и @-{ Пт, 
хажь что . 
+ =<а<е+0» 
откуда 
1 
< Е «ВЕь 
и, слдовательно, ==, А потому: 
= <а—в<ь, те ша) < 0, 
и основиое равенство даеть: 


балет < 0, 
что и требовалоев доказать. 
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Отызтямъ частный случай: 
Тазченсь полозкительный въ облаетяа: (0, =} и [= в: в от- 


рицелпельный в5 облаетята: (= =) и (5, ,. 


Докаванная теорема говорить, что, при непрерывномь возра- 
стань арументиа, зпаменёл, припимавмыя пиипенсомь, лтияоть 
знакз только при перетодъь слументта черезё какой ий есть корень 
зря лё 128635 закой ны есть зорежь созх, причемь стапосятол поло- 
окительными при переходь афлументи черезь корень синуса и отри- 
залтельнолю — через корень ковинуса. При убывати аргумента бу- 
дуть обратныя явления. , 

212. Зажвчан4е. — Замфтимъ, что кории синуса суть. корни 
тантенса, но корни носинуса не суть корни тантенса; сл®лова- 
теляно, опять (210) имёемъ примёръ того, что значешя функЩи 
могуть м%Фнять знави при переход аргумента черезь число, не 
представляющее корня функши. Увидимъ (219, №), однако, что 
жорни косинуса имЪютъ для тангенеа особое значете. 

218. Котамтенеь. —Такъ какъ, согласно опредфленио, 


Чалет. сот ==, 


то танренеь и котантеись, дия одного и того же вначеня аргумента, 
совифстно положительны и совыфотно отрацательны, а иотому предт- 
идущая теорема иметь нфото и для сов. 

24. Занфчан!е. — Зам Ётимъ только, что хотя при переход 
аргумента черезь корни синуса значешя котантенса и мёняють 
знаки, но эти корни не суть кории йотантеиса, хотя и имфють для 
него, кажь увидимъ (219, 2°), особое значен!. 

215. Таблица ноложительныхь и отрицалельньскь значе 
трагоиометричеенихь фуниий при веовозможныхь значешяхь 
аргукемто. — Всякое значене д аргумента можеть быть предета- 
влеио формулою: 


= тв, 

тдВ а есть положительное число, заключенное въ области (0, 9*), 

причемъ & ееть дфлое. чиело, положительное или отрицательное, 

смотря по тому, ееть ли вначен!е 5 положительное или отрицательное. 
Будемъ говорить, что число 2 принадлежить: 

1°. первому трииономезиуическому нвадранту, если в лежить въ 


/ = 
области (6, 5); 
20. оторому триюнометрическому ивадрайту, сели а лежитъ 


; [= 
въ области ( 
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3°. эфетьему эпримонометрическому квадраиту, если в лежитъ 


3; 
въ облаети (>. *); 
42. четвертому трипонометрическому квадрату, если « лежать 


о (88 о. 
въ области (5, =). 


Принимая. во внимаше, что, иа осиованш перодичности, 


За =8Ша, 605%=:0080, Чапех==ео, ит. Д,, 


и вопомнивъ отмченные выше частные случаи доказанныхь тео. 
ремъ: (205), (208) и (211), заключаемт, что тригонометричесыя функ“ 
щя предотавляють положительныя чиела; 


1, Оцнусь % ковотанов для знамен сулуменлиа, зууннадленсацияь 
первому и второму тилпономатрическиме квадранталм. 

2. Ташенев и котазченез для знамен флумента, припадлезка- 
чить первому и зпретльему пизиюнометрическиме коадрантамь. 

3. Косинус» и секанез для значенй арлумента, припадлежецихь 
первому в четдертому тлионометрическиие квадрата. 


Это можно изобразить слфдующею таблипею: 


| 
первый второй зпрепий чезтвертьйй 
зирионометриме- | пилионаметриче- | тулионометриие- | эприпонометуниче- 
скйр ивадранть:г | снйб квадрантть | ск квадрантьы | сы квадраних 
9 --а, Эка, = о, Эта, 
Ы я — Ы 
ао. 5 == ха =: Е ок, 


поаожительный. | положителаный. | отриналельный. | отрицалельный. 


полоокизпольный. | отрицательный. отрицательный. | молоэюмтельный. 


полоокительный. | отрицелельный. | положительный. | отрилательный. 


олооитлельный. | отрицательный. | иолоокизиельный., | отрицательный, 


пололентелитый. | отрицательный. отрицательный. | молозжюзинельный. 


поломентельный. | полооюительный. | отрицахельный. отрицательный. 
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18 


Примзвы, —Р, сов -«_ есть отрицательное число, ибо 


10 


18 
0 =2" ‚6-е 


1 
ириналлежить третьему квадранту, такъ какъ «= 3 


16 
облаети (.; =") . 


2°. оовес(-— 8 } веть положительное число, ибо 


® лежитъ въ 


принадлежить второму квадранту, такъ какъ «= лежить въ 


области (=, 


$ У. Полюсы тригонометрическихь функ. 


216, Опредфлен1е.— Число © назывцетея полюсомъ фуницй и /(х), 
гели, пре стрелыени перемлинию полоюительното чтела а въ нулю, 
модуль парезлытиаио числа (а-=*), представляющело знамене фупк- 
ити (а) при х==в-74, безранично возрастаеть "). 

Если, при этомъ, салю перемённое число /(а-Е «) безгранично 
зозрастаеть, то говорять, что {(а} есть иодолештельная безконечтость, 
и обозначають: 


@=-- <, или такы Иша). 5] =-- <. 


Если же безгранично возрастаеть — {/(«-=«), то говорять, что {(а} 
есть отрицательная безконечноеть, и обозначаютъ: 


Ка) 


1) Текою фунищею будеть, полр., дробь в. 11$ 9(@) =0, причемь 
(а) не =0, 

Замтизмъ, что фуцвщая /(=} можеть быть тахове, что одияь лзь модулей: 
Ме-+, |/(в—в)| безгранично возрастаеть, а другой отремится къ конеч- 
иному предфлу. Примфромь можеть служить фувжщя: 

1 


= 


— ©, или тавы /[Биканна).—0] = — 0. 


Имфему: 
1 


т), ое “020, т КО + <), —о=Наце“ }—0=+ >. 
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Бели же безтранично возрастаеть только модуль перемнизто 
числа ((«-Еа), то будемъ означать это такимъ образолеь: 


- Понт 


Плтим®ты. — 19. Положилгь, что {(2) == Покащемт, что 


Е. 
корень знаменателя, т.-е. число 5, есть поз функц =). И въ 
самомь дфлЪ, 
Е 
=} 


здёсь, очевидно, возрастаеть, при стремлеши а къ нулю, только 
а)|, ибо (а — в) и —[Г(а-- 4) ие возрастаютъ безгранично. 
Итавъ, сл довательно, 


[б) === ®. 


Равенство это равносильно таковымъ: 


Ино _П=-®, ЯШшв — 9). 


2. Положимъ, что /(2) = Покажемъ, что корень зна- 


менателя, т.е. число 2, есть нозюеъ функции (2). 
И вь самомъ дв, 


Зявсь, очевидно, безгранично возрастаеть — {(2 вавдо-` 


зательно 


и =— 


Равенство это равносильно таковому: 


Тб =), _01=— 


3°. Положиме, что ТБ. Покажем, что корень зиа- 
т 


мематеня, т.-е. число (— 5), есть полюеъ ‘функции / (2). 
И въ самомъ ди, 


Здъеь, очевидно, безгранычно возраетаеть Ё(- 5-54); елфдо- 
вательно, 


ИО =-ое, 


иди 


217. Занфчаню. — Если а веть такой помюеъ; при которому 
Ка) == о, 


то при возрастайи или убываши аргумента между двумя грани- 
цами, внутри коихъ лежить этоть полюсъ, и при переходв аргу- 
мента черезъ этоть полюсъ функшя м%ияеть знакъ. Говорять, что 
она мфияеть этоть знань, претернвая разрыв. 

Въ прим 1° /(=), при возрасчен!и аргумента и при пере- 
ходВ его черезъ полюсв 5, изъ отрицательнахо числа, разрывом, 
СТАНОВИТСЯ ЧИиСЛОмЪ ПОлОЖиИтТельнымъ, ° 

218. Полюсы синуса и военнуеа.—Такъ какъ модули си“ 
‘нуса и коесинуса не превьышшаютмь, ни при какихъь значеяхь ар- 
тумента, числа 1, то, сыЪдозательно, синусъ и восинусъ не инбють 
полюсовъ. | 

219. Полюсы чантеива в котаигенеа. — 1°, Полюсы тангенса, 


уть числа: (2#--Т)2, гдЬ 1 произвольное цфлое число, т.-е. суть ве 
орви косинуса. ` ` 
И въ саыомъ дфлф, по опредфленно имфемъ: 


деи 91 
62 = сова 


эткуда, 


Виа) в) 


чате (а =А 94), 


ТАБ а означаеть любой корень (2 -- 0 косинуса. 


ели о стремитси въ, пулю, 107 |в03(и=59)] безгранично убы-- 
ваетЪ, ибо а воть корень носинуса, причем |зн(а 2 а)| ше убы- 
ваеть безгранично, ибо а ше ееть корень синуса. Слдовательно, 
Не (а «)| безгранично возрастаеть. Итажъ, чиела а суть нолюсы 
тавтенеа, и другихь полюсовъ тангенеь ие инфеть, ибо при вна- 
чешяхь аргумента, отличныхь отъ а, знаменатель —носинусь иера- 
зенъ нулю. 'Спрепряваетоя, возрастаеть ли безгравично одно изъ 
двухъ чисеть: #(а-=0) или — зпЕ(а=-а)? Легко видьть, что ни 
одно изь нихь безгранично ие возрастаеть, ибо, при достаточно 
малоле 4, 


15 (@—«)> 0, т.е: — вле (а—а) < 0, 
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такт хакъ ах зающочено между Ат я (#15 (т), 7: 
Запв (а -+ а) < 0, 


тавъ каюъ а--о заключено между (3^--1) 5 и &--1)=. 
Итажъ, слёдовательно, 


апеа ==. 
Равенетво это равносильно двумъ: 
Чаше Пи (4—5), 0] = 9, аще [Ми(я --°), 0] ==— 99; 


т-6. при возрастании алумента и пры переход ‘ею черезь какой 
ии есть корень косинуеа тангенеъ перетодить, разрывома, изъ поло 
эетельнао числе в5 опулинипелоьное. 

Въ частности будемъ инЪть: 


аов[ в(:— “Шо! 


2°. Полюсы котангенса суть числа: Ат, тдБ В произвольное нфлое 


число, т.-е, суть всБ корни синуса, 
И.вь самомъ дёл, по опредёлению имфемъ: 


воен, 
откуда 
608 (@ = 
ое, 


ТДВ д означаеть какой ни есть корень я, принадлежаний синусу- 
Еели а стремится къ’нулю, то |з1(а-«)| безгранично. убы- 
вабть, ибо а ебть корень синуса, причемъ |с03(&-=)| не убываеть- 
безгранично, ибо « не есть корень косинуса. Ол®довательно,, 
|605 (&==«)] безгранично возрастаеть. Итак, числа а суть полюсы 
котантенса, и другижь кодюсовъ нотантеноь не иметь, ибо при. 
значетяхь аргумента, отлячныхь отъ @, знаменатель--бинусъ #е- 
равенъ нулю. Спрашивается, возрастаезь ли безгранично одно изъ- 
двухь чисель: сов (а-5а) или — с0(а-=8)? Мегко видёть, что. ня 
одно изъ цихьъ безгранично не возраетветь, мбо, лрр достаточие- 
маломз в, ` 


сов (а —а) < 0, 
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такъ как а-—а заключено между (4—1) ит, и 


с (@--я)>0, 1-6. — о@-- < 0, 


такъ какъь а--а заключено между #т и (Е). 
Итакь, слдовательно, 
соеа == 55 ©, 
Равенство это равносильно двумъ: 


сова [ши (а — 2), 0] =— 9, совете), 01 ==-Н ©, 


гв, при возравикиев арзумена в при переходь во черезь какой 
ии вонь корень синуса котангенсъ зеретодить, разрыволи, изъ отри- 
зелпельнато числа в полозчительное, 

Въ частнослн будемъ пыЪФть: 


со Ша( — &) 01 ==— ©, сое 4), 01 = 9. 


220. Полюеы секанса п коееканва.—1°. Полюсы сенанса суть 
числа: (с, гд произвольное цБлое число, т.-е суть всЪ норни 


зосинуса. 
И вь самомъ дфиф, по опредфленло имфемъ: 


„— 
366 — ур 


эткуда 


3 


3ес(а —` сов = а) 


р 


тд & озвачаеть какой ни есть корень 608. 

Жоли а отремится къ нулю, то [с05(а-=«)| безгранично убы- 
ваежь; слёдовательно, {ве6(%-=®)| безгранично возрастаетъ. Итакъ, 
чнела & суть полюсы секансе, и другихъ полюсовъ секанеъ не 
имфеть, ибо при значетшаяхь аргумента, отничныхь 97% а, знамена- 
‘тель-—косинусъ неравенъ нулю. , 

Посмотримь, возрастаеть зи безгранично одно изъ чисель: 
зес(а ==} или — зе (а -=4)? Покажемъ, что ни одно изъ нихь не 
зозрастаетъ безгранично, 


Во-первыхъ, положимъ, что корень а есть корень вида (34 -+- 1) =, 


тд 4 четное, или, что 10 же, вида (2%--3) >, т 6 =а-— 1 = е- 
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четное число. Тогда: 1) в08(&— <) и, вывотВ съ нимъ, зе (а — в) 
положительныя числа, такъ что: 


вес (@-—- а) >0, _ 


#160 а—«, при достаточно маломь «, лежать между корнями: 
у 
выфотВ съ нимъ, 596(а--®) отрицатольныя числа, такъ что 


и (2-3) 3 тлф р нечетное чиежо, и 2} сов(а-Н а) и, 


нес(а--) < 0, 


ибо а-Ра лежитъ, при достаточно маломъ =, между корнями: 
(29-1) 5 и (20-3) т, тдВ а четное число. 
Итакъ, если 


в= (2-1) > тдЁ # четное, 


то 
зееа===- о, 
Равенство это `равноеильио двумъ: 
зве[ш(а а), _(1==--%, зееПли(а =), 01 =— ©. 


`Во-вторыхь, положимъ, что а есть корень (2а-- 15, тва 
нечетиое. ИзслЬдован!е, подобное предыдущему, покажетъ, чо 


5еса 


или 


зов (я — 4), 05-05 


В зее[Ни(а + @), о 


+=. 


Итак, ну возрастами артументе в при перезодь 10 через 
корень (2-15 ховииуеа секансъ переходить, рагрывома, изз поло- 


зентельноо числа вв отуиииительное, зьзь паоборотз, смотря по 
зпому, будета ли В четное или иечетиое (210). 

Въ частности будешь имёть: 
вез] 


ее. эфыСр+) 
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25. Примфняя къ новенансу т же разсуждешя, каын были 
сдфлаиы относительно секанса, получимъ: Полюсы носенанса суть 
числа: Ки, гдБ # произвольное цблое, т.е. суть веЪ новни синуса, причемъ 


созес (а) = <, еслн а==А=, гдё & четиое, 
и 
с03ес (а) со’, воли а =, тд В иечетное, 
или 
совес[ (а — %}, 0] =—- 65 и вовев [Мн (а -- <), _ 0] ==-- 5, если # четное, 
и 


совев{ Нл (а — ®), о] ==-Н о и совес Пи (а + &), _ — ©2, если # иечетное, 


т.-6. при возраспиити арумента и при переходь в10 черезь корень 
синус& = посенансъ переходияз, разрывом, изъ отуиниительнио 
числа въ полоюительное, или наоборот, смотря по тому, будете ли & 
четное или нечетное. 

Въ часткости будемъ имть: 


совее [№ (0 — в), _ о] =— ®, возее [Па (0 - а) 


$ УТ. Теоремы, относяпйнен къ замфнен!ю артумента, 


221. Теорема Т.— Для арументовь: х и — <, сулма соотвты- 
отвуюнехь значений коихь фавна нулю, ковинусы фавны; синуса + 
зпанаенсы, состеттетвенно, равны по модулю % пропивоположены по: 


знаку, те. 
$1(—2) = —52, 00$(—#)==08х, 19(—2)==— пах. [6] 


Равеиства этн были доказаны для зизлен!й =, прииздлежащихь 
области (— =, +9 (189, С). 

Покажеыт ‘теперь, что они справедливы для воевозможныхь. 
значенй 2, 

Возьмегь, для сой цфли, основныя (191) равенства: 


Эта =(--Г (а —), вол =(- 11608 (#— М), 


тдё Г есть цёхое число, иебольшее числа =. и ближайшее. къ нему, 


= 219— 


и тив, олбдоватеньно, число (х— м) принадхежить области (0, "), 
Равенства эти установлены дяя всевозможных значен!й аргумента, 
Ивмфнивъ въ нихЪ д ВвЪ —х и назвавь буквою 1, число, не- 


ВЕ 
большее числа {- =) и биижайшее къ нему, получимъ: 


з(-—- 2) =(- 12-я), 008(—-2) = (С-Пб с0з-в- Вю). 
Принязь во внимаше, что 
1), 


найдезгь: 


1-я =— (< [к-—@— 
е08(-- 2) = — (-- 108 [= —(&— 
Но число (2 — =) заключено между 0 и т, в потому: 
зи [т — (#— #)] = т (@#-— 1), сов[х —(1— ®)] = — в0(2-—-®), 
и, слбдовалельно, 


эт (— =} ( Тузик *), в08( =) (1) оз @ 1). 


Сравнивъ эти равенства съ основными равенствами, получим; 
зт(—и)=-вшх, 603(—1) = 008% 


‘для веевозмооюныхь зналенйй 2, что и хотЬли показать. 
„Дяя функции 1адел, соглаено ея опредфленню, найдемъ: 


_ С — ша 31 ` 
< с0з(— =) сов. —= вова == 81. 


222. Теорема, 2.— Для ариументовь: --х в и, разность между 
соотатыпотвующими зноменслми поить равиа т, панленеы равны; ви- 


пусы и косинуеы; воотвтипетвемно, равиы по модулю и противото- 
домены по знаку, те. 


Зея) = - зи, 098(«-- ==, 92-2) И] 


3) [Есял, папр., = 


1-0. &=—1—1. Вел, напр. 
ТЕНЬ, ле, ЦР, 


ХУРСЬ ТРИРОНОМЕТРИИ. 15 
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Покажемъ ихъ справедливость для веевозможныйь значенй х, 
Обратимся, для сей пли, къ основнымъ равенствамъ: 


ваше == (— 1’ 5в(& — №), сова == (— 1608 (#— 1), 


тлф, какъ видёли, 1 есть п®лое число, небольшее числа = и бли- 


жайшее къ нему. 
Изывнивъ въ нихь 2 въ ®--х, получимь: 


эт (к--#) = (— 16 зт(а--#— 1), 
сов (к 4-2) = (-- оз Неа), 
тд чиело |. есть цблое число, небольшее числа "2. 14. = 


= 


и ближайшее къ нему. 
"Ясно, что 


и, слфдовалельно, 
зт(«-- я) =— (СП е— М), сое =Ь— (-1)1605(@#— И). 


Сравнивъ эти равенства съ основными равенствами, найдемъ: 


зш(=-- =) Эта, 00842) ==— 0082, 


зипо ц топиьди показать, 
Для функщи 1а00, согласно ея опредфленшю, получиму: 


эт + 2) — Ян эх 
воз (==) — 2085 603% 


Чиа (=-- 2) запел. 

223: Слвдотвте. — Для арнументовы # в (те), д т — 
ронзвольное улов, зпезавись равны; оинусы и косннусы, соотвтян- 
ственно, равны при т четномь м равны мо модулю р противото- 
дозены по знаку при тт нецетиомь, т.-е. 


эти |2) =(— Пизтя, в0з(тк =) =(— 17 052, 

Чит + 2) =. 
Въ справедливости этихь равенствъ легко убфждаемея, поло- 
живЪ въ нихъ посябдовалельно т =2& и т==2--1 и принявъ 


во внимаше равенетва [! (190). Положивъ въ этихъь формулахъ: 
4—0 и принявъ во вниман!е, что 050 ==1, цолучимт: 


| 0 


созтя == (— 1)". [7"] 
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Равенство: 
ща д =юа 


показываеть, что тентенсь числа не изыфнится, если къ этому 
числу прибавимь, или оть этого числа отнимемь, число п, т.е. 
показываеть, что фалвх есть функция пертодическал- сз перодомь, 
равнымь чиелу * (196). Увидимъ, что функши 1 и сови не 
нывютЪ положительнаго перюда, меньшего числа =. 

224. Теорена 3.— Для алументовы к —# и 2, сумма соот- 
ыпетвующихть знамен коиль равна числу т, синувы равны; ковинусы 
21 пашенсы ‚.соотаттетвенио,,. равны о модулю и противоположны 
#о знаку, т.-в. 


2) =зма, 003(=— 2) 6082, 9(&— 2) 492. [8] 


Равенетва эти были установлены для значе =, принадяе- 
жащихь области (—т, т) (190, А). 

Нокажемъ справедливость ихъ для веевовможныхь #. 

ИзыЪняя, для сей цфли, въ равенствахь [7] 2 въ (—-я ия 
принярь во вниман!е равенства [6], понучимь: 


зт(к — 2) зп (—=) [-— за] 502 
в05(я —2) 608(— =) Но 6084, 
8—2) ва =--- вая 5, 


что и хотфли показать. 
Подобнымъ же обравомъ, ивифнивъ въ равенств® [7'] х въ 
{— 2), получимъ: 


ЭН еит — 2) = (-— 1150, , в0$(0х — 2) = (-— 1603, 18 
Чапи (= — 2) = — пох. : 


225. Теорема 4. — Для аруументов: 5 — в в д, сумма со- 


2 


. : = 
оттитетвующииеь значенй пошив равна чиелу 5., синуса, косинусь и 


зпазлено» одною из нихь равиы, соотвътетаенио, косинусу, синуеу и 
хотенченеу друшлю, иле. ` 


8" (5 =) 0052, е0з(5 2) 2%, 95 =) са. [9] 


Равенства эти были доказаны въ первой чаети этого курса 
16) для значе 2, привадлежащихь области (, +=). 
` Докажемъ” справедливость ихъ для всевозможных значен х. 
25% 
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Покажемь снереа справедливость их для значенй х, принад- 
ленащихьъ области =, 0). 


Вспомнимь, для сего, равенства! 


эт (2 | «) 05, в (5 +=) Эша, (у 


доказанныя въ первой части этого курса (16) для значенй х, 
принадлежащих области (с, +5). 


Если х принадлежить области (-=, о}, то (—=) принадле- 


житъ области (о, +3) Написавъ равенства (1) для этихь (— 2), 
получиыъ: 


зв (2 =) с08(— 2) ==608%, вов (5 =) 31 (— 5) = пл, 


т.е. получили равенства [9]. 
Итакъ, равенства [9] доказаны для значенй 2, принадлежа- 


з}- 

Покажемъ теперь справедливость этихь равеиствъ для всевоз- 
можныхь значений аргумента. Для сей уЪхи возьмемъ основныя 
равенства: 


цихъ области (-=. + 


зшх = (— Т)7зн(& — =), сов == (-— 1)608(# — #). 


Изывнивь здфсь д въ ("—»), получимъ: 


— 2) =(— Па [# —@-- 15), 
*) (—1 В 05 [Е [< 5), 


г 


ТАБ $, ееть пфлов число, небольшее числа и ближайшее къ 


нему, такъ что 


) ==, откуда ао 
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но тогда, какъ только что было доказано, 


т [# —(2-- 5) == 05(#-- 1), 
—е-1 =зе-ьь. 


Флёдовательно, 
эт (= — =) = (— Пс -- 1"), | 
[2 (5 — =) =(-- ПАзш@ ая). ] 
Боди {1 есть четное чиело 2%, то 


е08(#-- 1) == в03(#-- 2%) = совх, 
зщ (2-я) == зщ (#-- 2х) = мах. 


Если 1, есть нечетное число 2-71, то 


со (#-|- 1,п) = в08[#-|- (2 | 1)=] == в08(* -- 2) 608%, 
Зв (#-- Нл) == в [-|- (26 + 1) 7] = зи (=) = — шея. - 


Итанъ, и въ томъ, и въ другомъ случаяхъ, какъ показываютъ 
Формулы .(1), получиыь: 


зв (5 в) == ва, воз (5 2) та, 


‚ато и хотВяи показать. 
Для функции 4апол, согласно ея опредфлению, найдем: 


вв (= — 2) 
)= АЕ __ 6038 


ст — «) — 8 — 
2 


Пра помощи форкуль [9] и [7] легко получаемь обобщенныя 
формулы [9} и имеино: 
ви [2 -|- и) = — 2] = (— 1008, осе[ (9% +0 5 — 2] =(—1 ша, 


=. [97] 
‘алз[(96--1)5 — ® = с015%. 
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Положивъ въ первой изъ нехь х==0 и принявъ во внима- 
не, что в08 =, найдемъ: 


эа[ (2% +1 =] =(—1. Г9'? 


_ 226. Слздотвти.— Измфнивъ въ формулахь [91 1% ‘въ. (— я} 
и принявъ во вниман!е равенства [6], найдемъ: 


эт (5 - 2) 6052, 603 { т + =) эта, 9 (: + 2) ==— 600. [10] 
зы [С ОЕ з] = Си о, 
«вета |= (-15вь, _ 001 

чавв [28 -- 17+ =] = — ва. 


221. Замчан1е, — На основания опредёлетя функций: соо, 
зест и созесх можемь, очевидно, замфнить въ ‘предыдущихь фор- 
мулахь функдональные знакв: эй, сз н д ‘соотьфтетвенно зна- 
ками; с05ес, зес и со н, нослв этой замбны, получим; 


605е6(— 2) 609662, $86(—я) = зеел, 604(—2х) = — во 
603е0(=--2) —=— 605665, 306(л{|-2) ==— $662, 009(=-- 2) 
505ее(« — 4) = . 005862, 566(я— 2) ==— зевд, воН(«— п) ==—в0щх- 


6050 (= 5262, вв (5—2) созеся, СОМ (#—=) 


$ УП. Фуше МГ. 


228. Опредфлеше. — Выражеше в предетавляеть, для вся- 
хаго значешя аргумента х, отличнаю отз нуля, функцию этого. 
аргумента, ибо выражение это, дня веякаго значеня х, отличнаго отъ. 
нуля, имфетъ одно опредЪленное значене. Но при 2—0 выраже- 
не теряеть смысль. Принято, однако, . очитать. значенеме этою 
выразжюенл при х==0 тот предъль, ке которому стрезиитея это 
выразкемще, кода арчумента х принимаеть значетя, безранично при- 
ближеюиияся её нулю. . 
Для того, чтобы соглашее это имВло смысль, должно ‘пока- 
зать, что предфлъ этотъ существуеть и не зависить отъ торга ва- 
кома, по которому значешя аргумента, приближаются къ нулю. 
5) 


Покажемт, что 970 имфеть мфезо. 


229. Лелна. — Дели число 9 принадлежать области (с, 
по оно бодте своею синуса и мене своего зтанаенев. 


6095. 
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Положим, что острый уголь, которому соотвтетвуеть три- 
тоиометрическЙ уголъ, равный числу а, есть уголь РОФ (черт. 82). 


Черт. 82. 
т В 
м. 
ы РА ^6 


Описавь изъ его вершины 0, нроизвольныт радусомъ Од, дугу АМ 
и проведя касательную АТ къ дугБ АМ въ точкВ А, получим: 


в МР _ МР ат эс АМ 
81а = Иод 13а я: “ А 


`Сравнивъ ‘плотади треугольниковь ОАМ и ОАТ съ по- 
щадью кругового сектора ОА М, получимъ: 


пл. треуг. ОАМ < пл. век. ОАМ < пи. тр. ОАТ. 


Замбнивъ площади ихъ выраженями, найдезгь; 


У 04. МРТ ОА АМ < 1 ОА. АТ. 


= 


Раздьливъ всё части этихъ неравенствъ иё = 0.4", получим: 
ИР эсАМ „ АТ 
я < 0А <94’ 
пли, 410 то же, 
за << лба, 


что и требовалось доказать. 
230. ЗАМЪЧАНТЕ. — Если о заключено въ области (5, — ‚ 


то (—) заключено въ области (с, =) ио тогда, по доказанному 
сейчасъ, . 
вия < —я< 8-9, 
или у 
— ше —@< — 44150, 
откуда 
зша > я > даа. 


Принимая во вниман{е, что чиста: зта, х И {вас суть числа 
отрицательныя, и принимая во внимане, что отрицательное число 
тФыть боле, чЬугь ето модуль менфе, можемъ предъидунуя нера- 
венства написать въ вид: 


ата < || < Напеа|. 


— 226 — 
ЗазеЬтиыь, что въ этомъ же видв могуть быть написаны не- 


равенства н при положительномъ «. 


Итаюъ, есль а заключено между [5 и +5), то 


Дала] < |9] < |484. 

231. Теорема; — Если а есть безконенно малое число, т.е, 
перелиьнное число, имющее предтломь нуль, 0 перемьнное чиело 
зе ` 
5 Иметь предьлолю чиоло 1. Такъ какъ а имфеть ‘предвломъ 
нуль, хо можемъ продпохощиь, что значешя, принимаемыя о, при- 
надлежать области (- ‚= 5) ‚ НО тогда, канъ показываеть предъ- 
здущая лемма, у 


що < [| < Аааа, 
откуда 


ЕЙ зше 


19а > т Т.-8. 1> > в05а, 


19а] х 18| 


ибо ра, в н фапаа совмфетно положительные и ‘созмботно отри- 
цачельные. 
Неравенства эти т дают: 


эта 


0<1 


<1— 005 = (48) 2515; 


но, по доказанной леммы}, 


ш<| < |< 4, 
[= т из < 
слЪдовательно, 
. 0<1— <5, те. |1 — аа | 


Такъ вакь |= безгранично убываеть, ибо, по родов, || бев- 
транично убываетъ, то неравенство говорить, что м модуль разности 
между постояли числомъ 1 и перелрьнныме чнеломъ ие безгра- 
нично убываеть, т.-е. постоянное число 1 воть предфлъ леремфннаго 


числа. эта 


при бевтраничномъ убываяи о, что Н требовалось до- 
казать. 
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Теорема эта выражается такимъ равенетвомъ: 


Ти (==) =1. 1 
&=й 


232. Слфдехыя. — Предъидущая теорема даеть слёдуюця 
равенства: 


вт ( ) В= о 8 ы т ( я 


180.60’ 


т ИС 
тт ( 3 ) = вв 


Докажемь первое нзъ нихъ (остальныя два докажутся подоб- 
нымъ зе обравомъ). Выразивъь уголь В° въ ращенахь; получимъ 


соотввтетвуюций тригоиометричесый уголъ, равный числу м. 5 


50. 
Слдовательно, . 
зп ® за (=. ®) 
31°) 80) 180/ = _ 50а = 
8 в 0 а 38, 
7 "180 
глф буквою « овначено число =. Принявъ во вниманю, что 


: 
1) пря стремления В къ нулю число а также стремится къ нулю, 


за . 
2) отношене == иметь, на основаншм доказанной теоремы, пре- 


дьль, равный 1, и 3) число 85 есть число постоянное, получимт: 


т] 9%] = 
Е #=0 


чю и требовалось доказать. 


$ УТЕ. Таблица формуль, еодержелцихоя`вЪ этой глав. 


233. Итакь, въ этой глав® содержатся слёдующин формулы, 
которыя должно помнить изизуеть. 
1, Алгебраичесыя соотношеня между тригонометрическики фунищеями; 


зв -р 605% =1, [3] 
эта 6055 
48182 = сад, ие [4] 
5—1 а — 
3662 = у» 908669 — и. [51 
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2. Формулы, служавия для приведена значенй аргумента въ 0б- 
ласть (©, 5): 


эте=(— Ге — в03д == (— 1608 (2 — ), 
62—28 (а — №), сов ==008(#— №), [2] 
зеед = (— 1} ве (х — №), — созесх==(— 1)1603е6(5 — *), 
тдВ 1 есть ифлое число, ближайшее въ числу = н не превьишаю- 
щее его. 
3. Формулы, выражаюнщия перодичность тригонометрическихь функций: 
ят(ж-- Ат) = вт, вов(я-- 28) == 082, 
бане (х-- 21) = {алом 0048 (#-[- 21) == сова, | 
зе (2-- 28к) ==е64, — 603е6(% -- 2=) = совевя, 


тд К произвольное плое. - . 
4. Формулы, заибняющИ аргументь (—х) аргументонь 2: 


{ 1—4) зша, — в08(— а) == ева, шпЕ(-- в) = ада, 
1 овес я возесж, зе6(— 2) == зева, с05(-—2) = — в05. 


5. Формулы, заибняюня аргументь блх — 2) аргументом 2: 
{ Эт бит—и)=(- Пати, 08) =(<-П" юз, внк-я)=- Мао, 97 
совес (ле — 2) (-—1)” 1е03е6з, зева — а) ==(<-1)" Зесж, собнт— == 60 3, 


ТД и произвольное пфлое. 
Въ частвости, при ж ==, 


| Чи(#— 2х, — с08(к—#) 0052; Ша—м 18, [81 


вес (т— 2) == 03еса, веб(п—я)==— 360, 0040 (®— 2) =— со. 
6, Формулы, замбияювия аргументь (их -|--2) аргументомь 2 


ви (аа) ==СПуизшя, = совбия-а)=(-Тсове, ета), 
созес(ат-|-2)==(-*возеел, весит) =(— 1)" вес, во (тие-|-2) сов, [71 
с08 (их) = (—1)", зее (ие) = (— 1)”. 
тд 2 произвольное пфлое. 
Въ частности, пря %==1, 


| эт(а--2 = — п», 605 яд) = — 6065, 18-2) =, 
03ес(я-{-2) = — в0$661, зео(=-Г и) = -—зееж, сощ(а-Ра) == сов. 


7. Форнулы, занбняющи аргументъ (2%--1) = — 2 аргументомъ 5. 
в [еь +9= —] = (— 1 воза, воз] (В += Ы = (— Пи 
але КЕ +1) = —] == ее, 


икес| (8-1) 5 —|= (— 1) ве, _ веб 2% -- %—#|= = (— 1) с0зесх, 9 


оо] (28 +95 5 — #|= $218, 
| ее +0 = =(— 1%  совес[(2--1) 5 =] = =(— 1%. 
Въ частности, при #=0: 
385 =) 605, вз( =) Зах, «(5—)= со, 
. т 
совее(5 2) зеех, зее( 2) возеех, сов (-— = и 
и при #=1 
[ Е 2) 6055, соз( 3 =) $14, «(8 — ; сое, 
сое =) = ва, вес (3 =) = — 60366, во —2)= ща. 
8. Формулы, заибняющия аргументъ (22-1) 5 —{ $ аргументомъ 5. 
зав] = Асова, сов | = СШ ща, 
але (2 +0 = +=] = — бо 
10] 
совес [ее р: +] = (— 1) зе, вес] (21 1)= Ее] = = (— 1*-1003есх, 
сов +=] = — вова. 
Въ частности, при в= 
(5 | +) 6082, вез (5 +=) эта, вле ( =) == — 0%, 
по} 
вовос (1. + 2) 360; вес | =) вовесл, вов +=) = — ива, 
и при в=: 
[ вк: АН )= — 6054, аз) = ыюя, шва (8 +2) — — са, 
р +) зе, вее( Е | =) 603602, о (. Е | =) 48 2- 


3. Корни. тригонометрическихь функц, 


зе (м) =0, . Чана (вт) = 0, 
оз] (96 + от] =5, вов [6 1) = 


зесл н собеех нулей не ныфютъ, 


10. Полюсы тригонометринескихь фуннщй. 


| Чата [ (А+ Оо ОТ] == 
вов (6%) = 55 <, совес(й=) == 
Эт И 605 полюсовъ не ныфютъ. 


1. Значешя аргумента, при коихъ значения тригонометрическихь 
фунншй суть положительныя чиела. 

Синуез 1 косенаназь положительные въ ервомь и второмь три- 
тонометрическихь квадрантазв. 


Жосинусь И секансё положительные въ иервомь и четвертом 
тритономехрическихь квадрантахь. 


(р-ка, Очажт, А жанр), 


Лаиеноь и потазивнев положительные зЪ первоме и трепиеме 
тригонометрическихь квадрантахъ. 


ыы О== ха" 


12. Предфлъ отношеня синуса безнонечно малаго числа нъ этому 
числу. 


19. [50| < |а| < |{алва|, вели —5< 


2. п) 1, в, = 


= 
А 
+ 

ыа 
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ГЛАВА Ш. 


Теорема сложеня, 


$ Т. Теорема еложеня. 


234. Синусъ и коеннусь вумны двухЪ аргументовъ. —'Гео- 
Тема. — Синусь и косинуеь суммы двуть арументовв = в у выра- 
жаются ралмонально 4% до 85 соцуеаха и военнусахжз слоаемыхь, 
аричель вырарюеня эти суть: 


2 


зи (2 -Н у) == 91 2605 -- с052 ту, 
603(2 -- 9) — 0326087 — зи пу, 


 ДОБАВАТЬЛЬСТВО, Р. Въ первой части этого куреа были. до- 
казаны формульг 


зш(-- В) = зп А. сов В-- с0зА т В, 
во5(А-Р В) = 10$ .с03.В — за. зщ. В 


для положительныхь утловъ (дугъ) А и В, бумма коихъ не пре- 
вышаетъ 24 (полуокружности), причемъ, по крайней м®р®, одиъ. 
изъ угловъ (однз изъ дугъ), напр. В, не превыицаетъ 4 (квадранта). 

Выравивъ углы (дуги) А и В въ ращанахь и означивъ по-- 
лученныя чнела соотвтотвенно букрами < и 6, получимъ фор- 
мулы [12] для значей а и 5, удовлетворяющихь условяма: 


Оажт, Ох, ат. 
Остается обобниянь эти формулы для веввовможныхь зна 
ченй аи аргументовъ хи у. 
у 25. Обобщииь сперва формулы для значетй а и $, удовлетво- 
ряющихъ Условямъ: 


Оо Оз, 30 аЬею 


Третье изъ этихь условй, при существован второго, зам — 
няетъ первое ‘услоне таковымтъ: 


Предотавимь а въ видф сумыы: «= --а,, ГД а, удовяе- 


творяеть условию: 
‚› и, оледовательно, а, [6 =, 


а потому можемъ примфнить формулы 12] къ зиачейямь м иь 
и написать: 


эт (а, -Е 5) = ща, 6086 сова зщ, 
08 (а, --Ъ) = сова, с085 — ша, зщ. 


Замфняя здбоь а, разностью (4 — 7) и принявъ во вниман!е, 


что 
за (а. -- В == [е+5 =] за [2 ъ|= соз(а- 8), 
<05(а, В} ==‹08 [© 8 =] 605 [= (&- 5) |= т (#--5), 
Эа (в =) эт а) сова, 
сова, сов (а 5) 608 = “) ` па, 


получимы: 


с05(в 6) — 0386056 — зто’ эь, 
т (а--5) = эта 056 -- в08&. $0, 


т.е. обобщили форыулы [12] для разсматриваемыхь значенй а Я $. 
37. Обобщимь эти формулы для значен д и $, уловлетво- 
Тяющихъ условяыь: 


т ажт, =. 
Предотавимь ди В въ видё раввоотей: 

в="— ар $—=ж— В, 

та ив удовлетворяють, очевидно, условямгь: 


= 


==, От, 


— 288 — 


а потому можемь примфнить формулы [12] къ значетямь в, в В, 
и написать: 


вп(а, -{ 5,) == эта, 08, -- сов, в, , 
08 (а, Е 5,) = 6084, 6088, — эта, эщЬ, . 


Замёнивъ здфбь а, В, и СУММУ и. -ГЬ, соотвётотвенно раз- 
ностями; (п-- а), («—5), = —(в--5) и принявь во внимане, что 


за (а, ЕВ.) = виа-Р 5); воз ЕВ) = сова -Н 9), 


та, = во, 608$, За, = 51, 6058, =— 6035, 


получимь: 
зн(а--5) == ява с08ф -- соза зшЪ, 
603(#-|-5) = 0084 608$ — эта Ш, 
т.-е. обобщили формулы [12] для равоматриваеныхь значен! а и 5. 


Итакъ, слфдовательно, формулы [12] доказаны для всевоз- 
мовныхь значенй ди 6, удовлетворяющихь условямъ: 


О=а=м, ож = т. 
4°. Докажемь чеперь формулы М2] для воевозыожныхь зна- 


чей ви. Каковы бы ни были а и.Ъ, ихъ можно представить 
въ вид: 


аа оЫ-Ь ат @-- В, 


7д8 В и Гсуть нЪкоторыя чья числа, положительныя или отри- 
цазельныя, причемь а и В таковы: 


ОЗакк 0<8<ь 
и, следовательно, дяя нихъ формулы [12] справедливы, такъ что: 


{ 510(&-- В) = ща еозВ -- совязшВ, 


608 (а -- В) = с03а6058 — зтазив. 


@) 


Но равенства [7] дають: 


э(я-- 8) =(— Тезвиа-- 5), соа ЕВ) = Сева), 
эта == (— 1) та , сова == (-— 146088. В 
вт = (— 1 }шб , 6088 — (— 16035 
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Влося эти значешя въ равенства` (1), получимъ формулы [12] 
дня веевозможныхь зкачей аи 5. 

Теорема, доказана. Она въ высшей степени зам чалельна ий. 
нобитъ навване теоремы сложен. 

235. бинусь и косинус разиости аргумелтовъ. — Изм Еивъ, 
въ формулахъ [12] у въ (— у) и принявъ во вниман!е, что 


1 (-—у) == пу, в08(—9) ==003у, 
` получимъ: 


зи (д — у) = 9112605 у — с05х пу, р в 
608( — 9) == в0заозу --зниезту. | 037 
Формулы эти показывають, что синуоз м косинусь разности двуто. 
артументовь выразжеотся ращонально в зтьло в5 синуенхз 4 косину- 
вать уменьшаемао в вылполаемело. 

236. Тантенсь сумиы и разности аргументовъ. Формуль 
[12] и [13] могуть быть представлены въ видЪ: 


{ 31127 9) == созосову {ася 25 вв у], 


: (3) 
| 608 (#2 у) == 6082608у[] = алезйалбу], 
тд знаки въ правой и лЪвой частяхь соотвётотвують. 
Раздьнивъ эти равенства, по частямъ, получимъ: 
Запдх апр 
у — 979 му 
У) = 1 Вано 041 


Формула эта говорить, что зпазаенсь суммы (разносниь) двухё арцу- 
ментовх выражается робонально в тапленсать слаемыяа (умень- 
звавмоло и въиинтаемаю). 

237. Обобщене теорены сложен я для произвольнаго чисха олагае- 


выхь. —Обобинимь теорему сломевнйя дал произвольнаяо числа слозвехыть, д0- 
хазавь слъдуюцщия формули: - 


Ява ан... =, а-я) ==6052 . 6682, .., 6082, _16054,[5, — 8-2 & —... ], 
сова +... 2,1.) =008%, , 6065, ... в03и, 1005, [ 1—8,-- 8:—...]» 
} 
. #18... 
ТЕ 


тд & пренставляеть сумму сочеганй ') к-го порядка, образованныхь изъ 
чиселъь: 


62, 2, ..., Ш, 5,. 


2) Н. Билибинь Алгебра. Изд. 4-е. Отр. 887, 


®) | 


эт (а, 
воз (а... Рая) ==с05(-- 25 
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Если докажемъ справедливость первыхь двухь формудт, то тбыъ са- 
мымь дожажемь справедливость третьей, ибо она получается оть разхвлещя 
первыхь двухь но частям. 

Дервыя двф формулы докажеме способомъ, называвмымь землемони- 
ческою чидунщею, который заклочается въ сяёдующемы: 

17. Иовьрнемь докозываемыя формулы непосредственно для нанмень- 
Шато 9, т.-6. для ®=2. Это повфрено, ибо формулы (2) суть пменно дока- 
зываемыл формулы для ® = 

22, Предиолелаемо, что доказываемыя формулы справедлявы дя нфко- 
торало я. 

3°. Доказываемт, что онз остолобся справедливыми для чцола слогае- 
мыхъ, на единицу больпаго, т›е. доназываезь равенства: 


зщ, +... а. вн) = 60880, 608... 604,608, 18 — бу + Я, — 1 
воз (а, +2... +7, +4) = 6084. 0080, ...6082,0052, [1—9 -- 8, —...] 
вдВ 5" есть сумма сочетанй 7-го порядке изъ чнсель: 
Ча, Ша, 2... а, ва. 
И въ самомь дёлф, на основан теоремы сложеншя получаемт: 
Р-Р а, Ня.) =5ЫЩ а, 2... 52) 6099, 1-- соз(е, 2, .-- 2,1, 


Подставляя сюда, вы%ето 
Зи ы +4) и фа... +4, 


правыя части формуль, справедливость конхь иредиоложили; выпосл пропз- 
ведеше: . 
6085.008%, ... 0082, 0052,1 


за скобки и привимал во вниман, что 


Ява а= 80, 9-е, =, 0; 9.18, Иа, =8, 


жегко получим» равенства (#). 
4°. `Доказавь равенства (#), можемь утверждать, что доказываемыя 
равенства справедливы для любого м, заключенного въ рядф: 


2,345618..., 


есяи он справедливы для предыдущаго 9; но онЪ справехживы для я = 2; 
ездовательно, онз вообше справедливы. 

236. Замфчан!е. — Довазанныя формулы теряютъ смыель, вся хотя одно 
изъ # есть корень функийг созх. Но если залюБнимЪ тангенсы отношевяни снну- 
совъ хъ коспеусамь и вылолнниь означенныя умкожешя, то зоб знамевотеть, 
а слфдовательно и +, которые обрашдются въ нули, исчезнуть, 


КГРОБ ТРИРОНОМЕТРИ, 16 


8) 6058,1 — За (На +. ия, 
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$ П. Чреобразоваяе сумигь вь пройзведеня. 


239. Преобразовате произведен синусовъ и косинусов 
въ суммы, —Нэпимемъ формулы, выражаюця теорему сложен: 


мш(2-Р у = 12608у-- совезту, 
зп (#2-— 9) =51.5603у — созазщу, › 
в05(% - у) == е08260зу — Зижещуу, - 
603(27 — 9) = вовисову-[- зтявту. 


Формулы эти даль: 


эт(е-Ну-- 5щ(х — 9) = 25008, (1) 
эш(а-Н у) — (2 — у) = 29 усовх, (2) 
в03( -- у) Е с08( — у) = 9 00926034, {3) 
608(2 — у) — в08(х-- у) == тазу, . (4 


Изь этихъ равенствь выводим» слёдуюция, преобразовыаснюцщея 
произведенен в сумлмьг 


Зсову = [о НУ -Е в (#— О] , 

5096052 = + [моб Е — (#8 — У р 
т [соб р сов —)]| ‚ 

1 

8 


Гео» — 9) = 608(2 +5] . 


05] 


6052603 == 


зизету == 


Формулы эти быши выведены въ 1-Й части для ограничен- 
ныхь значен д и у; здзеь он даны для осевозможныяь значенй 
иу. 

240. Преобразовамя вумну синусовъ в косинуеовъ въ 
произведеня. —Формулы (1), (8), (3) и (4) утають непосредственно 
вопросъ. Напишемъ ижь въ болфе удобной форм, положивъ: 


2 


з-у=р,“2—у==а, откуда «= +4, Уу— 


Вноея эти значешя ги у въ указанныя формулы, получныъ; 
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зто -- ща == 95 1. сов т Ч, 
ЗШр-— по 1 в Я, | 


116] 


со8р -Ё сова = 2с08 2 $ 


п 2% 
21 5. 


6084 — с08р 


ДЛЯ асевозмооюнтыяе значе ри 4. 
Прикимая во внимане, что 


6084 в (1 4). эра сов (1 4); 


можемь, на основанши предыдущихь формулъ, преобразовать въ 
произведен!я тазйя суимы и разности: 


тр == сова, <05р = 5110. 


Такъ, напр., 


Эша - 0034 == авт (ТЕР сев (1 в). 

241. Замфчане.— Положивъ, въ поелёднихь двухь форыу- 

лахъ [16], (=0, р=х и принявь во вниман!е, что 6080 ==1, по- 
лучимъ: 

1-- 602 = 26087 5, 


п" 


РЕ 
1 — 6052 — 21? = ] 


для пронэвольнаию х. Фориулы эти должны быть зам®чены. 


242. Преобразоване выраженя ЗВ 2.. — Порвыя дв 
формулы [16] дать: 


ш2—® в 249 2—9 „Ре 
тр — та 210 2.608 Я в 
ЭР 31 002-29 0:8  сй 9 5-Е 94° 
2 ^ 2. г] 
или 
. 2-4 
тр — эта _® 2 118] 


Зшр -- 919 — ще 
р 


для всевозмодюныеь знален!й р и 4. Формула эта часто употребляется, 
16+ 


— 238 — 


243. Преобразоваще сумиъ синусовъ п коенлусовъдисель, образую- 
щих арномегимеекую прогресено. — Положлат: 


Х = в05в-- с0з(@--*)-- ... + соз[а + в— 17, 
У. = а -- зи(а +) --... за + #— 1+], 


постараемся преобразовать Х, и У, въ логаривинруемый вудъ. 
Ишфедь, но осцованм второй изу формужь [18], равенство: 


_ 
ааа | -- уе] бы 2 соъбо +6). 


Давая. буквЪ # постфдоввхевьно значения: 0, 1, 2, 
дывая полученные результаты, получиаиь: 


#— 1) и ска- 


—) п,въ то же время, г въ {-—#), получпыь: 


во 

8. #—1 
5 и, 
в . 


Формузы эти и ныфли въ виху вывести. 
244. Иреобразоване сужия тантенсовъ. —Имфемъ: 


зтр _; 814 _ 31106084 -Е 5119 . 6056 
с08р ^^ 084 50826059 


вит 


Числитель второй части этого равенства предетавляеть р), 
& потому: 


зт(р Е 2) 119] 


ЧЕр-ва= 60522030 ° 


Измбнивъ эдфсь соотвётственно р И д въ 
найдемъ: 


—_ ааа 
Зорыша ° 


сор 3 в0%4 


[20] 


Формулы [19] н [20] имфли въ зиду вывести.” Он соотвт- 
ственно дають: 


вр ща _ ФФ 
32184 З(Ф-О’ 


2 + 6089 


245. Прихожешю. — Преобразование выражен: 


1— ща 
1 ща, ва. 


Принимая ‘во вниман!е, что в ть похучимь: ^ 


ее) бы) 


сова 


608-7 - 0090 
4 


Отсюда найдемъ: 


1—мша 
1+ в 


ибо 


эт (=+«) == [ 


$ 11. О нопрерывновти тратокометрическихь фунвцй, 


246. Синусь и коспиуеъ. Теорема, Синуоз № ковииувь суть 
Функции непрерывныя при всяком знамени арзумента =. Подоживъ, 
въ формулахь (16), р=е--р и ч==, получимъ: 


- . „й 2 
т (#--®) —зте зо 05 (5 } 5 


в г й 
в03(#--#) — с08я Эт а эт (2 4 5}; 


отеюда; 


| вш(е-Е №) — чае| зы. [+1 
|-| 


вов (#-Е №) — сов! зи эт (#-Е 1) 
Но, при достаточно маломъ |} |, 
_. А Я 
[65| < й (230), 


причем, при всякомъ {#:, 


[в (5-4) ь [51 (2-1) [1 а 
слёдовательно, при достаточно малозгь [№], 
| ще — эт! < !*|, [с08(#--1) — со! < |1]. 


Неравенства эхи товорять: воли |#| илы, что то же, №№ стре- 
митоя къ нулю по кахому ни ебть закону, то модули разностей: 
зт(2--й) — аа, с03(#-- #} — воза стремятся, при волкомо значенги 
арзумента х, въ нулю; слёдовательно, п самыя разности стремятся 
къ нуню. Итакь, 


ии [0 (#---#) — эта ьь=0, — Нш[с08(#-) — с082] =. ==0. 


Равенства эти и выражають, что зши и созх суть функщиа 
непрерывных дал всякою значения арлумвита х (181). . 


247. Олёдетые.—Такъ какъ чаи и совх суть функши не- 
прерывныя для звсякаго значешия аргумента, то он непрерывны 
в произвояьной области (а,5) иргумента (182). Отсюда, на оено- 
вания теоремы (188, стр. 185), выражающей «основное свойство не- 
прерывной фунещи», заключаемъ, что зто (052) нлизете данное 
значене С, заключениое между эта ‘4 016 (608 % 6056), для токо 
торило знамения сциумента, принадлеосонцено облаеть (а,3). 


Отыфтимь слфдующия области; 


16. Раземотриме область (-- арлумениа. Принимая 


зо ввимаше, что 


зв (. 


1, 510=0, зв (-- 1} 1, 


— 2 — 


на основаши влъдемия заключаемъ: зшя пьете вв области 
арумента (- 5, 5) вс значеная оть —1 до --1 вплючительно 


1 хазедое, кавкъ увидимъ ниже (258), тольно эре одном энишени арну- 


мента, причем вз облаети ( 9 о) прилета веть отрзиотельныя: 


знечетл оть — 1 00 0 включительно, а в5 области (6, +5) — м 


положительных значейя отё 0 до 1 вкиючаипельно. 

0 же самое имфетъ мфсто для области: арщуменна, офаничен- 
ной казюдыли: послёдовательными корнялик косинуса. 

Веломнимъ при этомъ. что синусъ не можеть принимать иныхъ 
зналенй, хром указанных, въ любой облаети аргумента, (191). 

20. Раземотримь область: (0, п} арзумента. Принимая во вни- 
ман], что 


6080 =1, 608х = —1 


на основав сльдствя заключаемгь: с035 имиете еъ область арлу= 
мента: (0; ®} ве аначетл отз 1 д0 —1 включительно и каждое, 
КАЕЪ увидимъ ниже (260), тельно при одиомё значени арзуметна, 


причеиа из области (о, принимееть вбф пололентеданыл знаетл 


= 


отё 1 00 0 включииявльно, а въ область (5, = 


веБ отринеллельныя 


значетл отз 0 д0 —1 включительно. 

Ло же самое иметь мёето для области арзумента, офани- 
ценной кажюдыхлии послфдовательными корнями синуса. 

Вопомнииь при этомъ, что косинусъ не можеть принимать 
иныхь ‘значений, кромз указанныхь, въ любой области аргу- 
мента (191). 


248. Тентеноь и котангоноь. —Творвмл.—Т. Танавнев воть 
фупейя непрерывная для воть значенй афлумента, перавиькь кор- 
яме коейнуса. 

2°. Котаенсв веть фунющя непрерывная для вотьгь знамени 
ариумениюь, перавпыть корилме сииува. 

И въ самомъ дёлф, 


ВН 


ИРИ &=— 


Но изьвстно (186, 75, что частное непрерывныхь функяЙ есть 
фувющя венрерывная для возхъ значен!й аргумента, не обращаю- 


Чада 5+) о со, 10050 =0, пав ( 
= 


— 242 — 


щихъ знаменателя въ нуль. Олёдовательно, тантенеъ есть функшя 
непрерывная для вофхъ значенй х, неравныхъ кориямъ косинуса, 
а котантенсъ есть непрерывиая фувкщя для вофхъ знален х, не- 
раввыхь кориямъ синуса. При корняхь коеннуса тангенст претер- 
ифвветь разрывъ (219,1), получая значешя -2 оо, & при корняхь 
синуса котангенеь претеривваеть разрывъ (219, 2), получая значе- 
Ня Е о. . 

243. Сльделые.-_Такъ какъ илех (002) есть функшя не- 
прерывизя для всякаго значевшя аргумента, неравнаго корню коси- 
нуса (сннуса), 10 онъ непрерывенъ виутри (182) всякой области 
аргумента (а, 5), не заключающей корней косинуса, (синуса). Отсюда, 
ва основан теоремы (188), заключаежь, что ‘апах (60452) наеть 
велкое данное знамеме С, закмочениое моду чала в Чата (ва и 
со), для иъкоторено знамена” ируумента, принадлежовищело 005- 
лаети (а, 8). 


Отиътимь слёдуюция области: 
1. Раземотримв область (-=, +5) арзумента, внутри ко- 


торой не лежвалть корни косинуса. Принимая во внимаве, что, при 
положительномъ «, (219, Ю) 


> 


—)_1= 


заключаем, что {апех льмньетиь в5 области ариумента ({-=, +=) 
всевозножныя значения и каждое, какъ увидимъ ниже (262), тольно 


й ы 
при одномь значеши арзумента, примемь в области (- >: 0) при- 


нимаеть только отрипательныя значеня (211, 25), @ 85 облаети (о, +5) 


тольно положительный знаменся {211,1°) 1). 


1) Возьмень, для большей вразумнхельновти, примры. 17. Спрашивается, 
можеть ли тазтенсь получить, паприм%рт, звачен!е 156752 При достаточно 


(Е 
малозь положичельномъ = пеяремфано получныь {аза (=- з) =38, м В 
есть нфроторое чнело, большее числа 15675; слфдовательно, тавгенст, для нф- 


лотораго значешя аргумента, лежалаго 25 области ( т), а сяблова- 


п й 
тельво и въ облости (© 5), получныь значене 15675, кяжъ лежащее между 
п 
30—0л шв (т) = 8. 
2°. Спраливается, можеть ли чаненоь лолучить, налрлифръ, значене 


©, 
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То ще самое иметь мфото длл области арзумента, офани- 
ченной` казедыми двумя послфдовательными корилзю синуса. 
2. Раземотримь область (6, т) прурмента, оиуяри которой 
Иа двокать корни синуса. 
Принимая во внимане, что, при положительном а, (219, 2°) 
ео (0 -- <), 0} =-- <, 6085 0, сина), 


заклхочаемь, что соб ливень въ области арлумента (0, =} веевоз- 
Нощныя эначеня % каокдое, какъ увидимъ ниже (262, 10), только при 


. т 
одномв значении арлумента, причема въ области (© 5) принимаеть 


тольно положительный значешя (213), < в5 облавпиь {= =) — толью 


отрицательныя значеня (213). 


250. Секанеъ м ковоканов. —Творвыл. —Т. Секанеь воть 
‚ Фунтия ивпрерывнал дия всьо значений ариумента, перавнокть пор- 
яме ри 
. Косвваноь есть фуния, непрерывная ‘для вета значенй 
рт, неравныхе корнямз синуса, 
И въ самомъ дв, 


1 
2082? 20860 а. 


$66 — 

Но извфетио (186, 7°), что частное иепрерывныхъ функц геть 
фувкщя непрерывная для всвхь значе аргумента, не обрацаю- 
щихь внаменателя въ нуль. Сяфдовательно, секавоъ есть непре- 
рывная фунюшя для возхъ значен1й 2, неравныхъ корнямъ коеи- 
уса, а косекансь есть непрерывная функщя для вофхЪ значенй х, 
неравныхь кориямъ синуса. Нри корняхь косинуса секаноь пре- 
теризваеть разрывъ (220), получая значеня ==05 иди == со, а при 
корняхь синуса косекансъ претерпваеть разрывъ =: 02 или =Е <. 


— 36785? При доетаточно маломь положительном е непремфино подучимь 
шзе(- + .) = хаВ С есть ифвоторое отрикательное чпело, меньшее 
чиола — 86785, олфдовалельно, тазеенст, для извогораго Звачени аргумепта, 


лежещого в области (-: +, 0}, & слбдоватедьно п въ области (- 


получить зночене — 86785, кахь летмлщее между 1215 (5+ 
иё0=0. 


= 2а— 


251. СлЬлетне.—"Такъ канъ 3ес2(с03есл) есть функшя ие- 
прерывная для всякаго знэчешя аргумента, неравнаго корвю ко- 
сикуса (сикуса), то онъ непрерывевъ ввутри области (а,5) аргу- 
мента, не заключающей корней косинусь (синуса). Отсюда, на 
основав и теоремы (188), ваключаемь, что 8е62(с03004) иливеть вся- 
кое данное значенйе О, заключенное между веса и зесф(совеса и с05ес$), 
для ипкоторало знаменя арлумента, принадлелевицао области (в, 5). 

Олывтимь слбдуюция области: 


ТР. Разомопцукив область (0,’®) арлументи, воторзро разобъем 


на деть: (©, 5) и (=, =). Принимая во внимане, что внуул Каж- 


дой изь нихъ не заключенъ корень косинуса, т.-е. зе внутри 
каждой изъ нихь непрерылень, и что 


3660 =1, весил (; —- а) И =-- 5, 
н 
вес [и ( | ©, зеет== —1, 


веб положнинель- 


—/ 


заключаемь, что зесл изиьетв в5 облаети (©, 5 


мыя знаментя, ис. меньшя 1, п каоюдое, какъ увидимъ ниже (265), 
только’ ри однома знамени арумента, причема` отрицательныхь зна- 


ченй въ этой области, не илиуеть (209), « въ облаани (=. =) — вс 
отрицательныя знаменёл, ие болъийя — 1, и каоедое, какъ увидимъ 
вище (265), тольно яр однолё значение артумента, причемь положен 
зпельныииа знамен вз этой области ив измьеть (209), 
Слздовательно, в5 области (0, п) секансь имтетие воевозможеныя 


знаменя, удовлетворяюцйя уоловлие: 
зв2=5—1 и 8002221. 


То же самое имфетъ мото для области, ораличениой каждым 
послфдовательными хорияли синуса. 

Знаемъ (194), что другихь значев И секансь не иметь ви 
в какой области аргумента 1). 


1) Замфтим», что въ области (0, =) лежить корень восипуса разный 


5. 
СлВховательно, нь этой области теорема, (188) непризёвяма. И дНйствительно, 
зева не нмфеть значешй, завлюченныхь между 3600 =1 и зевх ==— 1, 
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25. Разомотриме облаеть (—^- < } вртумента, которую ра- 
2. тэ р 


зобъемв на дет: (=>, 0} Е (о, =). Принимая во виимане, что 


внутри каждой изъ нихь не завоченъ корень синуса, т.е. еозеса 
внутри каждой изъ нихь непрерывенъ, и что 


вовес (- =) =—1, созее [1 (0 — о =— = 


созес [Пн (0 + <)] _( =-- °, в0зее [| =1, 
р] 2 


заключаемгь, 910 605662 илиьеть-в5 облаети (-=, 6) веБ отрица- 

тельных зпаченая, не больш — 1, и каоюдое, какъ увидимъ ниже (266), 

олЬНо 72% одном значенйь чизумента, причема полонанпельныхв зни- 
р . ы 

ченфй ва этой области не илиъеть (206), & въ облаети [С = — в 


зололоительныя значеня, ив менышая 1, и каоедое, какъ увидимъ 
ниже (266), тольно при одном» знамени артумента, причеме отри- 
чательглихть значений въ этой’ области не илтетз. 


—>, =) хосенансг илиьетиз вве- 


возможный значеня, удовлетвортоция условьлле: 


Слбдовалельно, ез область ( 


с05е2=—1 И 60566531. 


То же самое иметь мото для областа, офаничениой казн- 
дьзт двумя послфдовательными корнями носинуса. 

Знаемъ, что другихь значенй косекансъ не иифеть ни въ 
какой области аргумента '). 


$ ТУ. Производныя тригономегрическихь функций. 


252. Производная функщя. -Разсмотримь которую функ- 
цю /(=), непрерывную въ области аргумента: 


а=з=ь 


. ы 
1) Зашфтимь, что въ области (-=. + ) лежить корень спнуса, рав- 


вый 0. СлЬдовалельно, въ этой области теорема (188) непризёнима. И дйстви- 


: х 
тельно, 608604 не имфет® значен, заклоченныхь между созее {- 3) = 


в 6056с (+ 3) = + 1. 


— 246 — 
и возьмекь ифкоторое значен!е с внутри этой области: 
а<8<ь 
Возьмемь перемфнное число №, удовлетворяющее условио: 
аЗе-ь<ь 


или, что то ще, а-с«й<ф-—с. Это число в иметь, сибдова- 
тельно, какъ положительныя, такъ и отрицательныя значеня, Ясно, 
что фуккщя Г(е +В} будеть непрерывная фунвя 2, ибо пере- 
мфнное с--й не выходить изъ облаети зргумента ху. Переивнное № 
есть прирещене (184)`значенёя с аргумента г. 

Разность: 


Ее--г® 


предотавить соотвётетвующее приращене фунеиии, 
Раземотрииъ отношене: 


Рем Г @) 


Если приращене % безнонечно изло, то приращене ге -Н®)— (+) 
тавже безнонечно мало, ибо значеша с-|-№ и с аргумента х ие вы- 
ходятъ изъ области непрерывяоеги функши } (2). 

Положихъ, что отношеве (1) иметь, при этихъ условяхь, 
предфлъ, не зависящй“ оть того зажона, по которому перемённое й 
стремится къ вулю, в, слбдовательно, незавнелийй, иежду прочимъ, 
ото знака прирацешя №. Вообразимь чеперь, чо, для камдаго зна- 
ченя аргумента х изъ области: 


а<2<ь 


составлены эти предфяы. 

Функция, ныфющая своими значешями, для соотв фуствующихь 
значенй аргумента х, эти предфлы, назьтваетея производною фунншею, 
или, просто, производиою данной фуннщи 2(2) и означвется симво- 
ломъ: (4). Ея значеше для х—е означается тавъ;: {*(е). 

Итакъ, слЪдовательно, если производная /”(2}- для ‘даннаго зна- 
ченя аруумента вуществуеть, то ея опрадьаенйе выраеаетсл ра- 
венствонъ: 


Ща в : 
год == ва | 9978] < 
рай —0, ВО 
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Иногда означають: функцию /(=) одною буквою, налр., у, 
тевъ что у==[(2); ея производную, соотвётотвенно, буквою у’ 
такъ что у’ = (2); прирмыцете аргумента символомъ Ах и 6007- 
вётетвенное приращене функщи самволомъ Ау. При этих 0бо- 
значеняхь будемь, по опредфление, имёть: 


Ша (“) {3) 
№42 —0, лее о 


Установленное почяме о производной требуетъ, чтобы при- 
рашене # могло быть и положительиымъ, и отрицательнымъ, если 
значене с удовлетворяеть условно: а<с< В те. лежить внутри 
области аргумента, 

Если же с совпадаеть съ одною изъ транипь этой области, 
Те. если с=5 ини с-Ь, 10, при с=а, #>0, и, при е=Ь 
#<0, и опредёлешя значен. {’(а) и Ё(5) выражаются такий 
`равенствами: 


Г (ад = вв [76-8] 


= а [2 а -®] 


№0} ==0, #>0 


илл =0, < 0 


Замтимь, что производныя /’ (а) и ($) называются соотвЪт- 
отвенно ироизводтьми оз сторону возрастал и убываная орчумента. 
Если одно изъ отношеяйй: 


Пе--8 ши ПАРА» 


безгранично возрастветь при безтраничномь убывани модуля №, 
причемь модуль разности /(#---— Их) безгранично убызаеть, 
то товорятъ, что производная {“(+) существуеть и равна со 
или — со. ^ 

„Необтодимьмь услобемь сущеетвовеня троизводной лвляетоя 
попрерывность ‘первообразной. Долгое время полагали, что это не- 
обходииое усломе есть вмфотф съ тВмъ и добтоиточное; но въ на- 
стоящее время приведены многочисленные иримёры непрерывныхъ 
фуницй, которыя не имфють производныхь при н®воторыхь чает 
ныхь значеняхь аргумента. у 

Оославлены каже тая непрерываыя функщи, которыя не нмють про- 
изводныхь ни при какомь зизченщ аргумента, 

Дадимъ нфсколько принёровъ. 
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1°. Положим, что {() == аз -- 5. По опредзленио производной 
имфемъ: 


проза [П-ОВ] 


НА =0 
т-е. производная смиейой функши ав-РЪ равна мостолнному 


числу а. 
29. Возьмемь Ё(#) =7. Имфемъ: 


#(@&) = На [2 Е лу [\ ь 2. 
. бд о 
3°. Раземотримъ Иа). Имфемъ: 
5Е- 1 
ЧЕ: Е ба [Ею 5. 
Знай = Трой =0 . 


Замётныь, что фунищи. > ‚ При #=0, разрывна и, слдовательно, 
при этомъ х нс иметь Пронвводнов. 
2 


47. Равемотримь /()==2’. Функщя эта есть функщя непре- 
рывная ДЛЯ 6025 значен!й аргумента. Найдемъ ея производную 
при #==0. По опредфленйо имфемтъ: 


. 
(= ща | о 


= (* 
Лнай =0 итал =0 


Вов 


стремитея къ — со, если №#<.0, и стремится 


ЕЪ —- 00, если #_> 0. Отсюда сяфдуетъ, что производной при г ==0 
не существуеть. 

6°. Разсмотримь, нажопецъ, непрерывную функино 7(2), опредлевную 
такимъ образомт: 


К=-—фе-5, для 1558, 


Ка= 8-2, дая 0=2=1 
Ола, очевидно, предетавляеть непрерывную функцию въ области: 
0=2=2. 


Графияееви функшя эта изобразится ломанною лише» состоищею изъ двух 
прямыхь, точка пересёченя коихь имфеть абециесою чпело 1. 
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Производная данной фувыши будеть чакова: 


Род==ёЬ ая област: 1552, 
Рф 9, дя области О==Ц 


сяфдовательно, производная пифеть влохн® опрелдфщенную величину ддя веякато 
значенй аргумента < вт, области: 0 == 2==2, за певлючешень зиачены &==1, 
при каковомь производная выфеть два значения: /’()=р—1 9 РИ, за 
виелиуи охф 7010 закопа, ло которому й стремится жъ нулю, в ныенно: первое 
зночен соотвЪтствуеть случаю #20, второе случаю #<0, ибо для 1 =азй 
значене аргумента, равное 1, можеть получахь толико положитеяьныя ирира- 
щевя (>60); для области же 05а 1 то же зночее можеть понучать 
только отрицалельныя ириращеня (# << 0). 

Замфтимт, что если бы разематривать зполько область: 1 == 250 (пли 
только область: 0== #=51), то вроизводная, при х==1, существовала, бы п 
'равиялаеь —1 (изи 2), предетавяяя производную въ сторону возрастая 
(убываня) аргумента. 


253. Производная енпуся. Производная ту есть с055. И въ 
самомгь дЪтВ, прирашете функщи у-=зН, выражаемое разностью: 


82 -- #) — в, 
можеть быть преобразовано {240) въ произведен: 
5 ь № 
25. 605 (+5) . 
Сифдовательно, 


№ № 
эи(е-- — пя __ ап 5-00 (+ + 5) 
Ё й в “ 


Дия нахождешя предёиа, въ которому стремится это отно- 
щен, когда 1 стремитея къ нулю, представимъ его вь зидь про- 
изведеня: 


нь 
. зо Й 
и [| 1 (281) и Шпеоз (#4 3) == сова (281), 
э ай =0 
Тай = 0 
а потому 
и [рербчае = 6082, 
[лай =: 0 


что и требовалось доназать, 
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254. Производная 0085. — Производная 009% есть—тх. И въ 
самомъ ДВлВ, приращеше функщи у-==6082, выражземое разностью: 


в03(2 +- В) — с085, 
можеть быть преобразовано (240) въ произведеше: 
ой ® 
— 25 эт (++ <) . 
Слвховательно, 


ов Й 
сев -кеьх _ За ЯВ (+3) 


й > в ‘ 


Для нахожлешя предёла, къ которому стремится это отно- 
шоне, когда № стремится въ нулю, предотавимъ его въ видЁ про- 
изведеня: 


2 
Но 
в. 
а |’ | =2 (280, — Ш (2-- 1) =аша 08, 
р Фвл = 
рай = 0 ° 
а потому 
Ча [через == вт, 


нал =0 
что и требовалось доказать. 
255. Произвонная тангенеа и котангенеа. —. Производная 
у ‚ И въ свыомъ 
057% 
дВхЬ, принявъ во внимаше, что (244) 


к 
о — 
. 20. Производная сох есть — их 


Чапох есть 


зай 
с035 608(#-- #) 
ВЕ 
этавиие-- й) › 


чае (#-Н В) —‘апвх == 


сов (2 + 1) — свя 


легко получимъ указанныя выраженя для производныхъ лнх 
и 605. 
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256. Производная сенансл и косеканеа. — №. Производная 
Ц Е 
зеех есть ах . 2°. Производная созесх есть —-°°57_. ИМ въ ва- 


8102 
момъ дви, принявъ во внимае, что 


25щ ( + т А 


0088 сове-й) РЕВИЕ: 
зее{&-- 1) ве зы Мена = 058 1) * 
й ой 
р га ® 
вне 4-6) за те) _ _ 20 (2+5) ва 
05ес (я -1 908 — щезлия И) заре , 


иетко получимъ указанныя выражен для производныхь зеех 
Я сое, 


$ У. Изибненя значен  тратонометрическихя фуняд! при 
непрерывномь вовраствн!и аргумента. Меахниа и пидниа тригоно- 
метрическихь функц. 

257. Опредьлен!е. — Фуикиёл [() называетел возрастающею 
{убывающею) 63 области артуметна (а, 6), если для @вужь знамени 
2, и д, артумента, лежсаииниь вз этой области и удовлетворлющие 
условно: 1, > ти, соотвтятотвуюния знамейя функии удовлетворлюта 
неравенству: 


^ Иез) > Ка), [Иа <. 


268. Теореми, о возрасташы (убывани) еинуся.—Синуо5 веть 
возравтающал или убывеющан фуптигя в облаети (а, $) арлумента, 
незаклюцрющей внутри этой области корня коеинуса. 

Положимь, что область (а, 5) не завлючаеть ни одного корня 
косинуеа, Такь какъ модули корней носинуса могутъ быть еколь 
‘угодно велики, то ‚область (4.5), не заключая, по условю, ни одного 
корня косинусв, ложить исжду двумя послёдовахельными корнями 


эхо: (28 -- 15 и (98 -- 85, хе. 


(В 


`Схловательно, возд, нредопавляюний производную (264) синуса, для 
вепаб знаменй области (а, 0} есть чиело полажентельное, вели № не- 
чезттное, у число отрицательное, есмь Ъ четное (208). 

Возьмемъ въ облаети (а,Б) два числа 2, и 2, Удовлетворяю- 
вия усхов; 


5<8<5=(24--9 5. 


65: <, =. 
Эти чиела удовлетворяютъ, сдёдовательно, услов1ю; 
(ра, <, =), 
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откуда: 
=— = 


< Е, АЕ < 


 Неравонони эти дають: 


о ы 


+ 


11, иром сего (208), соз 21-22 >> 0, если # нечетное, и соз 22 2+9 50, 


эели & четное. 
Съ другой етороны, имфлн {240): 


2. 
260 


1, — ВН, = 2зш 


Равенство это, при помощи только что валисанныхь нера- 
`венствъ, товоритъ, что 


Эша, > зли,, ебли В нечетное, 
и 
502, < эт ,, сви В чинов, 


что п требовалось доказать. 

Предыдущая теорема показываетъ, что въ области (а, 5) синуеъ 
будеть возраеталь или убывать, смотря по тому, кажое }— начетниое 
ини четное, или емотря по тому, какой косинусъ, предетавляюцщий 
производную синуса,-—положительный или отрицательный, оть вна- 
ченя: зто до зналевя: зтё.. Такъь какъ зтх еоиь (бунещя непре- 
рыевная (246), то онъ, принимая, какъ показано (247), вов вначевня 
отъ эта до зшб, приметъ ихъ, созраетия или убывая отз зна до 
3115. Если границы а и $ таковы: 


а (95-15, = 3), 
то у 
за == 


— 1}, эт —(—Ц1+ть 


и, схБдовательно, Чи въ области [@&-0 5» 8-3) =] непре- 
рывно возрастаеть (убываетз) оть —1 до [1 (оть {+1 до — 1), 
1.-6. возрастая (убывил), зулниеицета, по иепрерывпости, воь значентя, 
вазал сповобень принимать, и заоюдое тольго по одному раз; у (247, 1). 
259, Таблица изивненш синуса. — — Положимъ, что область 
(и, 5) заключаеть н%околько корней довинуса. Разбивъ её этныи 
корнями на частныя облаети и приложивь къ каждой изъ нихъ 
предыдущую теорему, придемъ къ слёдующей таблиц изивненй 
синуса при непрерывномь возрасташя аргумента, 
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аргу- Бх Зп 3" т _ =. т п м Зк В _ и бп 


а к ня —- — = |.. | 
не! ® 9 2 5 |5 > 9 Та Ча +++ 2 1" 5 | 
—1 о 1 0.— 11-1 оО 090—111 +1. 
п | япа |... | : тб 
| возрастаетъ убываеть возрастаеть убываеть | возрастаеть 
О | г]н — — 
Г | 
иропз | | 0 1 0 0 —1 0 0 1 0 в —1 0 01 0 , 
соза |...! |... 6035 
с05 | . положительная отрицательная положительная отрицательнал положительная 
| 
| | 


— 
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Разсматривая эту таблицу, видимъ: , 
10. При непрерывномъ возрастани аргумента и при переходв 
эго черезь корни сова: 


5= 3=` = Г т & Гб 
8 эт» ри чи: вм 


синусъ переходить изъ состояня возрастанйя въ собтояне убывания, 
когда соотвётствуюдий корень косинуса имфеть вядъ (>, 
тд й четное, и изъ состояя убывашя въ состоявйе возрастатя, 
когда корень косинуса иметь видь +0, тв В нечетное. 


Въ моменть перехода въ состояе убываня, синусъ иметь зна- 
чето, равное +-1, а въ моменть перехода въ состояше возраета- 
я--значеве, равное (— 1). : 

Ло значене функции, достилнувь ково, три непрерывномъ возра- 
ставим аруумента; функщя переходите изз востояийя возрастанмя аъ 
востояже убывашя, называется ея тажтип’омз. То знамеше функц, 
довтиннуеь кое, при непрерывномь возрастанёи афлумента, фупкёл . 
переходить изь состоянан убывашя 65 состолие возраста, назы- 
ваетоя вя тиитит?ом5 1), 

Видимъ, что шазниии синуса равенъ -1, и сннусъ дости- 
таеть его при переходв аргумента черезъ корни косинуса, равные 
{2 >, тд В четное, Маийтит синуса раветъь — 1, и синусь 


1) Вообще зназйтиит”омъ функции Г(2) называется вя значеню /(а), удо- 
злетворяющее перавенствам»: 


-и<ло>Ке-и, 


пря веякомь положительноль й, удовлетворяющемь неравенству: # «а, гдф © 
есть носхолиное досталочно малое'число, 

Мтититтомь фуниии /(2). называется ея значеше /(@), удовхетворяю- 
щее неравенстваит: 


На—м>ра) < Кам, 


при воякомь половизельномь №, удовлетворяющея® неравенству: < а, гдф © 
е0ть постоянное дослалочно малое чнело, 

Нонятя о шахйиии?8 и пфинииии синуса, донных зыпие, заключаются 
въ далныхь сейчась опредфленщяхь. И в самомь дётВ, пыфемь неравенствал 


яш [ев-но =- 


| < [2+5] >в [ео +1], если № четное, 


т [ее Е —] >в [ео ы < [ео & —| ‚если ® нечетное, 


ой. 
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доетигаеть его при переходв аргумента: ‘черезъ корни косявуса, 
равные (2-0. ‚ ТАБ В нечетное. Чиело. пицсиниии/овз в элта- 
тт’овъ синуса вв области (в, ®) равно, сльдовазтельно, числу нор- 
ней косинус в5 этой область 

Матитлит синуса совпадаеть съ намболыиииъ значешемъ, КА- 
кое только синусь можеть имфть, а эийитиия— съ наиненьшимъ. 

Замфтимъ, что производная синуса; эн.-е косинусь; при перезодль 
артумента черезь знаменя, соотвптотвующея тахапит’у четы таий- 
зирн’у синуса, обращаясь вз пуль, мфняетъ знанъ '), первходя 135 поло- 
эзилельнало состояния въ отрицательное при тииитиию”ь сипуоь 1 изъ 
отрицетельнато состояния вз полооеительнов тир тититуь синуса. 

20. Значеня синуса, симметричио расположенныя отнобительнб 
его шахипий?а и шип” а, т.е, отвёчающщя значеняыт аргумента 
(ера и ЕО, равны между собою, ибо имфли 
выше (225, 226): * 


вт [(ар+5) : 


а = за [Е -На|. 


3°; Значеня синуса, симметрично расположенныя относитезьно 
его значений; равныхь нулю, т.-е, отвёчающия значеняытъ аргумента: 
(6-9 я (№ — а), разны по модулю; и противоположны по знаку, 
ибо имфли выше (223, 224); 


вш (ит) = ви 0). 


4°. Продыдущия замёчаня покавыватють, что кривая, пред- 
ставляющая зшх (119), иметь форму, укавываемую черт. (33), 
118 А-а, 0В=—1. 


Черт, 33. 
у 


1) бы, Н. Билибин. „Освовавя аналязи безконечно махыхь“. 1907 г. 
Стр. 810 и слвд. 
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260. Теорежа о возрастащи (убыван) ьоеннуса.— Косинусъ 
сеть возрастающая иле ‘убывающая футиия въ области (в, $) ару- 
мена, ие заклюзающей ив одною корин синуса. . 

Положивгь, что область (а, 6) не заключаеть ни одного корня 
синуса. Такъ какь модули корней синуса мотутъ быть сколь угодно 
велики, то область (а, 6), не заключая, по условно, ни одного корня 
синуса, лежить межху двумя послдовательнымн корнями его: к 


и &-Е 1), т--е. 
чек". 


Сл»довалельно, (— вт), представляющий производную косинуса 
{254), Оля воюжь значений области (а, 6) веть полоскляквльное чиело, 
сели № печетное, и отрицательное чнело, сели № четное (205), 

Возьмемъ зъ области (и, 5) два числа х. и ж., удовлетворяю- 
пя условю: ` 


а, < 2. =, 
Числа эти удовлетворяють, слёдовательво, уеловио: 
Али, 3, =(-- Пк, 
откуда: 


с 


кАк, и 


Неравенства эти датоть: 


2 
эт? 


и, кромй сего, (205) — вые > 0, вели # нечетнови — зо ЕЯ: «0, 


если Ё четнов, 
Съ другой стороны, имфли (240): 


перо, 


6084; — с03%, = вже 


Равенство это, при помощи только что написанныхъ нера- 
венотвъ, говорить, что 
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в05и, > в082,, вели К нечетниое, 


6085, < сова,, если { четное, 


что и требовалось доказать. 

Предылущая теорема показываеть, что въ ‚облаефи (а, $) коем- 
нусь будегь воврасталь ини убывать отъ выачешя: соза до зна- 
чегя; с08$, смотря по тому, какое $ — исчетное или ченное, или 
‘какой (— 3112), представленощ!й производную косинуса, — положи 
тельный или отрицательный, Такъ какъ сз есть фуниийя непрерыв- 
ная (246), то онъ, принимая, какъ показано (247), веб вначешя 
оть 05 до 608Ф, приметъь ихъ’ возрастал (убывал) ото гоза до с05Ъ. 
Если траницы а и © таковы: 


то 


в05а =(-- № 608$ == (— 11! 


и, сльловательно, созх въ ‘области [#*, (2 --1)”| непрерывио возра- 
стаеть (убываеть) отъ — 1 до -[-1 (055 +1 до —1), т.-е. в0зра- 
стал (убывак) принимает, вольдетиве иепрерывпости, вс значени, 
казлл сповобенз принимать, и каждов эполько по одному разу (247, 2°). 


261. Таблица изм нон коениуеа.—-Ноложныитъ, что область 
(в, 8) заключаеть несколько корней синуса, Разбивъ ве этими кор- 
нями на частных области и приложив къ жаждой изъ нахъ предъ- 
идущую теорему, придемь къ слвдующей таблицв измёнен!й хо- 
синува при непрерывном возрастани аргумента: 


аргументъ. @ ..:| = 95 — 38 — < — п —— 0 0 +- Ч; 
—_ 
| 1 0 —1 0 1 1 о -—1 
0$ | 003а 
| убываетъ | возраетаетъ убывает» 
- — | 
| . 
производ. 0 —1 0 ото 0 — 1 0 
. — эта. 
— п отрицательная | положительная отрицательная 


10 +1 


возрастаеть 


0 1 0 


положительная 


06 


— 896 — 


— 959 — 


Разсматривая эту таблицу, видимъ: 
1°. При непрерывномъ воврастави аргументь я при нереход® 
вто черезъ корни зшл или, что то же, (— тя): 


5 45 


носинусь переходить изъ состоял возраставя въ состояве 
убываня, когда соотететвуюнИЙ корень синуса иметь вид: Ак, 
гл № четнов, и изъ состояшя убывашя въ состояше возрастаня, 
когда корень синуса имфеть видъ #", глф Ё нечетное. Въ моментъ 
перехода въ состоян!е убыватя косинусъ иметь значене, равное 
1, а въ еостояне убыван!я— значене, равное (— 1). 

Следовательно, тазинит косинуса равенъ --1, и косинусь 
достигаеть его при переход® аргумента черезЪ корни синуса, рав- 
ные Ёп, ТДВ К четное, РАттлия косинуса равенъ (—1), и коси- 
нуеъ доетигаеть ого при переходе аргумента черезь корни синуса, 
равные бк, гдВ Ё мечетное. 

Уиоло эпоейтиии’овз ‘и илнииани' ов косинуса в5 облавти (а, 5) 
равно, сльдовательно, числу корней синуса въ этой обласнии. 

ЗамВтимъ, что производная косннуса, 2и.-е. (— ша), при яе- 
реходь аръумента чврезз значеня, соотвътотвуюция тазлтитгу или 
эпитет" у зовинуса, обращиясь вз нуль, ифняетъ знанъ, переходя изъ 
поломеительнояо востолия вз отрицателиное при тахатит”ь кови- 
кусв ц изъ отрицательнаю совтоятя в: положительное Чи зта- 
эт” ь ковннуса, 

2. Зналеня косинуса, сильмелфимио расположенных отнобя- 
тельно его шахпими’а и шишиии?а, т.е. отвёчающия значетямь 
аргумента: 1х -|-< и {к — а, равны, ибо имёли вьышие (223, 224); 


воз (Ак -Р я) == 05 (= — 9), 


3°. Значеня косинуса, ониметриино расположенныя отнови- 
тельно его знамен, развыхь нулямъ, т.-е. отвёчающя значемямь 
‘аргумента: 


Роза я а 


равны по модулю и противоположны по знаку, ибо имфли выше 
(225, 226): 


сов а арта, 


4°. Предыдунця замфчашя гпоказываютьъ, что кривая, пред- 


— 260 — 


ставляющая с0за, имфеть форму, ‘указываемуто черт, (34), тд 
Од=1, ОВ=—1*), 


Черг. 84. 


262. Теорема о возрастанн гангенса.— Танаенев есть фуик- 
зая возрастающая для произвольной облаети арлумента (а, 8), ибн- 


немз ео производная 


== воть число положительное, 
6055 


1°. Положиыъ, во-первыхьъ, что область (а,В) не заключает 
ни одного корня косинуса, или, что то же, ни одного корин ко- 
тангенса, т.е, ни одного полюса тангенса. Она, сл®довательно, 
лежить между двумя постбдовательными корнями (полюсами) ко- 
вивуса (тантенса). Пусть 


Пт <а<ь< (2-3). 


Возьмемь два числа чз. и ж, вЪ области (а,$), удовлетво- 
ряющн условно: 


а <=. 
Они ‘удовлетворять неравенствамь: 
(НИ < 2, <<, 
откуда 


0<1,—л, «к и, слбдовалельно, эт(-—2)> 0, 


1) Форма, и разы6ры этой кривой совершенпо одпваковы съ таковыми ие 
кривой, изображающей эт. Только эта кризал иначе расположена отвоси- 


Ё [т 
ельпо осей координать. Это и нонятно, ибо в08* 56 (т =). 


— 261 — 
кромЪ сего, 
6082, . 608%, > 0, 


260 6087, И 6082 суть числа совмотно положительныя и совмфетно 
отрицательныя и неравныя нулю, 
Съ друтой стороны, имфли (274): 


__ зы 
— созаьеовая ° 


апбх, — 15, 


Равенство это, при помощи только-что нанисапныхь нера- 
венствь, говорить, что 


бапсх, > ПЕ, 


что и требовалось доказать, 

Гесрема, доказанная относительно области (а, 5), не заключаю- 
щей ни одного полтоса тантенса, показываеть, что въ этой области 
тангенсь нозрастаеть оть значек: Фапта до значены: 44160. Тань 
какъ 1апах сете фунюшл непрерывная в5 облаеии (а,Ъ), то она, 
принимая, какъ показано (249), всЁ значеня оз фапса 00 фапёф, 
приметь илл, возрастал ото ава д0 теб. ` 

Если границы а и Ь таковы, ато 


а ни [р НОЕ- “| ъ Чи [о ЕЕ *], 


зо (219) 


Тапва ==— ©, 4апаф = -|- ©, 


и, сибдовательно, врат в облаети [© + =, в-)=| воз- 
равтаеть, принимая всовозмоленыя значенал оть — со 90 -- со (249, 10), 

2. Вели область («,0) содержить нФеколько корней косинуса, 
ли, что 10 3ие, полюсовъ чантенеа, то разбивъ ее этими полосами 
на частныя области и приложивъ кь каждой изъ нихъ предыдущую 
теорему, увидимъ, что въ каждой изъ областей тангенсъ, возрастая 
оть —< до 2, получаеть, ведздетые непрерывноски, всевоз- 
можныя значевя и каждое только по одному разу и претерозвая 
разрывы въ момекть достиженя аргументомъ похюсовъ тавтенса. 
Чеорема, доказана. 

263. Таблица изибненый тангенса.— Предыдущая теорема 
приводить къ слфдующей таблиц изифнеей тантенса. 


{ 


НЕ 


|= 0 - со 


О О ПИ ИВ И 
аргу- в. 
| — 5 —8= 
Е ИИ к хо 0 +0 |-©'0 


положительная ` положительная 


положительная положительная положительная 


тапех {апед!. , бапеё 
возрастаету возрастаетт, возрастаетт | розрастаетъ возрастаетт, 
пропз | . 
1 | Но 0 +0 тю О-о Ооо 0 юн 0 + Я 
038 | 03 24 й 052$ 


—` 268 — 


Разсмотримъ двБ какнхъ-нибудь области: 
(и 1) =, и] р [е#+55, рт], 
на которыя разбита область (а, 2). Въ первой областн лежитъ одинъ 
корень тантенеа, равный ит, во второй—одинъ корень тангенса, 
равный ря. 

Равстояня между траницами этихъ` областей равны между 
вобою и равны х. 

Нринимая во внимане, что 

1ап8 (тк — а) == 48 (рк — ©) == — бадва 
Запа(ит -- “) == ав (р= - в) = -|- 4805, 
праходимъ нь влфдующимь вамёчаямъ: 

1°. Въ каждой области знаненя тантенса, расположенныя по 
обфимв сторонамь его значешя, равнато нулю въ этой области и 
на одинаковом оть него разстоявш, равны по модулю и противо- 
положны по знаку. 

2. Въ двухъ областяхь значен!я тантенсовъ, расположенныя 
по одну сторону отъ его значенй, равныхь нулямъ въ этихъ обла- 
стяхъ и на одинаковыхъ оть нихъ разотояв!яхь, равны между 06010, 

Замфчаня эти позволяють построить изображене тантенса та- 
кимъ образом: 

Черт. 35. 
Е 


На оси л-овъ откладываемъ абециесы: 
5" 3= а 
... а ``а, Та, Тата, ..., 
предотавняющья полюсы тантенса, и проводимъ черезъ концы этихъ 
эбециесь прямыя, параллельныя оси у-вЪ и называемыя авимиито- 
тами кривой, изображающей 4916. 
Уравнеши этихъ асимптогь суть: 
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5 3= = 
аа а ба, рвы... 


Этими асимптотами вся плоскость раздфлится на безконечное`. 
множество полосъ. Въ каждой полосв, напр. полос, ограниченной 


асинитотами: х== — и == +=, лежить кривая, изображающая 

Фацат дин той обнасти аргумента, траницы которой суть: — 5 п 

==. На основани зам чания 2° кривыя, лежания “во воёхъ полосахъ, 

будуть совершенно одинаковы. Достаточно постронть кривую для 
3 5: 


одной изъ полоеъ, Возьмемъ, напр, полосу (+3 , +5 Кривая, 


лежащая въ этой полосф, ` пересбкаеть одинь разъ 06 2-овЪ въ 
точЕВ, абоцисса которой равна =. Она состоить изъ двухъ ча- 
слей: та часть, точки которой имъють положительныя ординаты, 
расположев» въ сторону полойительныхь ординать и безгранично 
приближается къ ассимптотв 2=-- 58 ‚ вотрёчаясь съ нею на 
безконечно большомъ равстояни отъ оби 2-овъ; вхорая часть, точки 
хоторой имнфютъ отрицательвыя ординаты, расположена, ъ еторону 
отрицательныхь ординать и безгранично прибуижается къ асимп- 
тот6 в==-- *, вотрЬчаясь еъ нею на безконечномъ равстояни отъ 
осих-овъ. 06% части, на основан зам чаейя 13, совершенноодинаковы. 

ЗВообразивъ, что въ каждой изъ указанныхь полосъ поетроена 
кривая, изображающая. вап для соотвфтетвенной области, полу- 
чимъ графическое изображен фа для области (— оо, { ©) въ 
зидЪ безконечнаго множества совершенно оданаковыхь эётвей 

Предлагаемый чертеягь {35) представияеть графическое нзобра- 
жене тангенса. 

Для области (Оа, 08), не содержащей полюса тантенса, тан- 
тенсъ изобразихея конечною вФтвью АВ; для области (04, 0%), не 
содержащей полюса, тантенеь’ ивобразится конечною вЗтвью РВ; 
дия области (Оа,, ОЯ), содержащей полюсъ 5, тавтенсь изобра-- 
зится двумя бевнонечными в®твями: в®твью А.Г, лежащей въ по- 
лос (2 . т и имфющей асимптотою: #==-5-, и вётвью ОЕ, 


лежащею въ полосв 


) и пыфющею ту же аснынтоту. 
264. Таблива изывненй котангенеа.-—Изъ опредвлен!й: 


вытекаетъ: 
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Равенство это говорить, что сщех и ива, для одного и 
тото же значены аргумента, суть числа. взаимных 1), а потому 
„изыБногИя котантенса при возрастани аргумента усматриваютея 
непосредотвенно изъ изыфношй тантенса и представляютея слё- 
дующею таблинею (сы. таблицу на стр. 266). 

Здвсь облаеть (а, В) разбита на частныя области полюсами 
хотантенса, претерпёвающаго разрывы при переходв аргумента 
черезъ эти полосьь, 

Зидимь, что вопинзенсь назжодитея, 9% состолийи повнояниаю 


убываня, при чемъ ео производная (- =) повтоянио отрицатель- 


тая, тле. сохраняетъ свой знакъ, 
Графическое изображеше изувненй котантенса представится 
слфдующею кривою. 
Черт. 86, 


Асимнтотами служать прямыя, парахлельныя оси #-065: 


.:.% 2, Ш х, 2=0, лет, 5=2 


Он раздёляеть всю плоскость на безконечное множество по- 
лосъ. Въ каждой полосв лежигъ вЪтвь кривой, Чиело вётвей без- 
гранично велико, и веб онф совершенно одинаковы. 

265. Таблица изиёнченй сбканса. — Равенство: 

з 
. с058 › 
представляющее опредёлене секанса, гозорить, что 560% и сози, 
для одного и того же значен!я аргумента, суть числа взавиных, а 
потому измёненя секанса при воврастави аргумента усматриваются 
непосредственно изъ измфнешй косинуса и представляются елёдут- 
щею таблицею (ем. таблиду на стр. 267); 


5605 


3) два чнела называются взавинылнь ебли произведеще пхв равно 1. 


= 


о 
ареументъ. а | —%= — я — = ——- 0 о +— +; 
| 
| | 
+ 0 в +90 О-о | +9 0 > 
сот сора , 
убываеть убываетъ убываеть 
пройз 
— зат | за |” | 


— 995 — 


ментъ. 


произ. 


$15 
с05? 5 


+ = -—1 


возрастаеть | 


положительная 


—1 = + 1 = —1 


убываеть возрастаетъ 


0 —©< 0 +5 0 


отри цательная положительная 


—Ё = 1 


убываетъ 


0 —© 


отрицательная 


18 


КУРСЪ ТРИГОНОМЕТРИ. 
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Разоматривая эту таблицу, видимъ: 1, Секансъ мЪняеть по- 
слфдовалельно состояне возрасташя (убываюя) на состояне убьы- 
вашя (вовраставя), возрастая (убывая) въ области, границы кото- 
рой суть послёдовательные корни синуса: #= и (&--1)® гдЪ в 
Е 
6092 


четное (нечетное), причемъ производная, равная ‚ ВЪ этой 


облаети положительная (отрицатехьная). Онъ претерпваетъ въ наж- 
дой изъ указанныхь областей разрывъ при значенн архумента, 
равношь корню косинуса, лежащему въ этой области. 

2‘. Въ каждой изъ.указанныхь областей секанеъ, не прини- 
мая значеи, заключенныхь между (—1) и (4-1), принамаетъ, 
велёдетв!е непрерывности, вс остальныя и кахедое знолько зо одному 
разу велфдотые возрастайя (убывания). 

3°. Обладаеть шахипин’ами, раввыми (— 1), которых до- 
стигавть при переход аргумента черезъ значеня, равныя корнямъ 
еннуса: Ё*=, гдф № нечегное, причемъ пронзводиат при этизжа зиа- 
чемять пережоднть ‘изв полозентельнао созпотия въ отрицательное 
(ибняеть знань -- не —), обрещалеь въ нуль. 

4°. Обладаеть зишидиш’ами, равными (-- 1), которыкь досии- 
тветь при переход® аргумента черезъ корни синуса и, тдё р чет- 
ное, причемъ производная при этить значентять переходить изъ отри- 
чательнио состолия вв положитольное (ибнявть знакь — на --), 
обращаясь въ пуль. у 

Для построен!я кривой, изображающей зе, разобъемь область 
{а, 5) на частныя области, границами которыхъ были бы посл®до- 
зательные полюеыг сеанса, Предыдущая таблица прамегь видь: 
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й 
} 
: 


} 
| 
| 
| 
зесх | зеса | 


| 


{090 Г то -® —1-0 


{шашиат) 


. положительный 


| 
| 


(шахииат)) 


отрицательный 


о 1 + 
(штпипит) 


положительный 


| 
| 


—©® =: —©® 
(тах) 


отрицательный 


9 РЕ +0 


(пита) 


‚ положительный 


18* 
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Въ соотвфтетве съ этою таблицею зесх изобравится кривою, 
указанною на черт. (37). Пунктиромъ предетавлена кривая, изо- 
бражающая с035. 


Черт. 37. 


265. Таблица изыйневй косеканса. — Равенство: 


1. 
Эша’ 


60566; 


представляющее опредвлеше носоканса, говорить, что созеса и нах 
суть, ДЛЯ ОДНОГО и ТОГО же значени аргумента, чисца взанмныя, а 
потому измёненя косекакса, при возрасташи аргумента, усматри- 
валотея непосредственно изъ измфненй синуса и представляются 
заблицею, помфщенною на стр. 271. 

Разематривая эту таблицу, видим: 

?, Косекансь м8няегь поолбдовательно состоян!е возрастаня 
(убываня) на состояе убываня (возрастазия), возрастая (убывая) 
въ облаетм, границы которой суть посафдовательные корки коси- 


нуса: (2-1) зи 3), тд & четное (нечетное), причемь 
6055 


производная, равная — Зр * въ этой области положительная (отри- 


дательная). Онъ претерпфваеть въ каждой изъ указанныхъ обла- 
стей разрывъ при значени аргумента, равномъ корню синуса, за- 
ключенному въ этой области, 

2°. Въ каждой изъ указанныхь областей, не принимая зна- 
ченй, заключенныхь между {— 1.) и (--1), принимаетъ, волблотв!е 
непрерывности, всф осбтахьныя и каждое только по одному разу 
велёдетве возрастанн (убываня). 
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у т З= З= Эк 
ЫЙ ЬЫя — к += Ан... 6 
о 5+5 + а 
...—1 |! 1 о фафтны Ш 1|Ш1 1 т о 1-1 дю 1|1.. 
соБесх | созее& , созесв 
убываетъ - возрастаеть |  убываеть возрастаетгь убываеть | 
| г | 
ироиз. | 
О —© 0 0 о 0 О-о 0 | О + 0 | 0 — © | 
_ 6082|_ 6084 |-- 6085 
91120: 02а, $126 


отрицательная положительная отрицательная положительная отрицалельная 


3°. Обладйеть шахпипегами, равными (— 1), которыхъ дости- 
таеть при переход» аргумента черезъ значешя, равныя коркямь 


косинуса: (2%-|-1) 
эти значешяхь переходить 1195 полоентельието состояная вы отри- 
чательцое (ифняетъ знанъ -- ха —), обращаясь вв нуль. 


4°, Обладаеть шиищаю?ами, равными (--1), которыхь доети- 
таетв при переходв аргумента черезъ значеня, равныя корням 


‚ тв Ь нечетное, причежь промзводная при 


косинуса: (2% -- 1, тдВ & четное, причем» произооднал при этьихь 


значетяиз переходить изз отрицелнельнио состолия въ полооюиттель- 
ное (ибняетъ знань — на -Г), обращаясь вз нуль. 

Для построешя кривой, изображающей созес, равобъемт 
область (в, 6) на чаетныя области, границами которыхъ были бы 
послёдовательные полюсы, косеканса. 

Предыдущая таблица приметь зидъ, помфщенный на стр. 273. 

Въ соотвьтетые съ этою таблицею с0зеса: изобравится криво, 
указанною на черт. (38), тлф пунктиромъ предетавлена кривая, изо- 
бражающая зшх, 


Черт. 38. 


267. Значеня тритопохехгрическихь фуннжй при значе- 
тяхв аргумента, равных:ь == со. — Знаменем фумици [(2} при 
значети арумента, равнома 5 0, называетея тоть предьла, кз 
которому сфезиитсл [ (2), коде |ж| бемранично возрастаета. 

Еоли этоть предёль существуеть, то онъ означается еимво- 
ломъ: {(-05). ” . 

Примеры, —1°. Для функщи {() == е* выфемъ: {(— 05) =0, 
причемъ {(-- сс) не‘вуществуеть, ибо зваченя этой функщи, при 
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| 


| Я НОС ПО И 
| | | 
, | | | 
аргу- ПЕ = п д бя 
а |... 9 — ——= 0 о + Ня 1-е + 5 +2 9 + -— + 3*«|... 
мептъ. |. 2 2 | | 2 
| й 
| | 
| 5 + +1 + 0 .— © —1 — со + с 1 +09 |-5 —1 0 1 +00, 
созесхс озеса | | 
положительпый =. отрицательный “ положительный отрицательный положительный 


И 
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безтраничномъ возрастави х, безгравично возрастать, хотя можно 


писать: {(-|- 0) = о. 


1 
# ныфевь: /(-Е со) == 


20. Ляля функции (+) = 


30. Для функщи Ка = нифевеь: /(Е оо) =0. 


а 


14 
й Е 
4°. Дия функийи [(т) = я 


5 
8——^ 
® 


имфемъ; /(-- сэ) = 


1 : 
= © — 
Дая ‘приопометрическиее функйй этою предьяа не суще- 
су'вуеть, ибо каждая изъ этихь фунЕкшИ, при безтравичном» воз- 
Тастани |=, булеть, кажь видфли, нолебаться междё однфыи и 
тЪми же границами. Такъ, синусъ будеть колебаться отъ —1 до 
--\, и обратно, тангенеъ отъ — со до -- ©, и обратно, и т. д, 
Отетода слфдуеть, что символы: 


1. 


5. Для фунющи {(+) = имВевгь {(+- со 


аш (-= о2), 608(21: 00), шитв (+= ©), ... 


ив ната опредьлениао смысла, 

268. Перюдичиость тригононетричеекихь функций. — 1. Ви- 
дни, что, по опредфленю фунецШ: синуеъ; косинусъ, секансь и 
ковеканов, он обладаютъ положеительныме перюдомъ, равньшмъ 
числу Эт, и опринетельтьме пемодомъ, равныймгь числу (— Эт). 

Покажемъ, что эти функий не обладають полоовительныме 
пертодома, меньшим числа Эт, и отрицателинимь пертодом, модуль 
хоторао быль бы менте Эк. 

И вь самомъ дёлЬ, назовемъ буквами а и Б соотвЪтетвенио 
пероды синуса и косинуса. 

При всякомъ х должны пыЁть: 


зт(=-+а) = шх, откуда зт(и--а)— ше 


605 (2-6) = сова, откуда: с05(х-Н В) —вовх== 


Преобразовавъ разности, помёщенкыя въ лЁвыхь частяхъ 
этихь равенствъ, соответственно получемъ: 


5. @ в Ва ь 
зы 02-5} ой во (+5) 0. 


Каждое изъ этихъ равенствъ распадается соотазтетвенно 
на два: 


вн (2 -- 


Равенства эти дають во» значешя для в и ®, которыя 
суть (201): 


аа бы, ор )ь а ь 
тдЪ № произвольное цфлое, откуда: 


а— т, $ ==, 
в={<@-- Е — 9, 6 фм. 


Нослдейя вначеня для аи 5 не суть цейодьы, ибо они, какъ 
видно, вуть функши х и, слфдовательно, съ изыБнешемъ и изы%- 
няють значеня. 

Первыя же два значетя для аи 6, т.-е. 


ди, 


суть перюды, ибо они не зависятъ отЪ ш. 

Итакь, слЪловательно; синусъ и косинусъ не могуть: имъть 
перодовъ, отлячныхь оть чисежь, заключенныхь въ формул: Эх, 
Нанменьшее положительное число, за ноключешемь нуля, ваклю- 
ченное въ ной, есть 2т и наименышее, по модулю, отрицательное 
число есть (—2*), что и требовалось показать. 
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То ще предложене имфеть мфото для сенанса и косе- 
канса, ибо 


526% —= 605661 == 


‘сова `Впие > 

уз, сябловательно, знанетя секанса (косеканса) равны только для 
такихь вначенй аргумента, дия которыхъ равны значея коен- 
нуеа (сикуса). 

20. Видфли, что тантбноь и котантенеъ обладають положи- 
хельнымь перюдомъ, равныгь числу =, п отрицательныемь перю- 
домъ, равнымь числу (—*). — 

о окажем, что эти функ не обладают» полоэсительным 
пертодомь, меньшииз чиола п, $ отрицотелинылма порзодомь, модуль 
хоторазо быль бы мене т. 

И въ самомъ хёлЪ, назовемъ буквами аи © соотвфтетвенно 
перюды тангенеа и котангенса. 

Прн всякомъ х должны имёть: 


(але (2-- == дез, откуда: аа (е--а) — шаеж=0. 
608 (=-- а) = сощх, откуда: с08(2-Ра) —оша==0. 


Преобразовавъ лФвыя части этихъ равенствъ (244), соотвёт- 
ствекно получим: 


эша | зша 
60826052 {а} ы этиаял (> -- а) 


0. 


Равенства, эти равносильны равенеглу: зто == 0,- дающему: 


Значене это есть перодь, ибо оно не зависить отЪ 2. 

Итакь, слбдовательно, тантенеъ и котангенст не мотутъ имёть 
перюдовъ, отличных» отъ чисел, запиюченныхь въ формулВ #=. 
Наименьшее положительное число, за исключешемъ нудя, заклю- 
ченное въ ней, есть т, в наименьшее, по модулю, отрицательное 
число есть {— <), что и требовалось показать. 

Раепредёливъ всф значеня аргумента по триговометрическимъ 
квалрантамъ (216), получимЪ слфдующую таблицу: 


— 217 — 


р 1-Й тригопометрическнь, | 2-Й тригопометрическй | 3-Й тригопометричесяй | 4-й триговометрическй 
квадрантт. квадралитуЪ. | квадрантъ. | квадралегт. 
| | 
, 0 ... т чи ... оо... о | ... 0 
ры | положительн., возрастаетт | положительн., убываеть отрицательн., убываеть отрицательн., возрастаетъ 
Э—— | О ОИ 
1 ... 0 о... ВНЕ с. 0 о... а 
сз положительн., убываетъ отрицательн., убываеть отрицалельн., возрастаеть | пололительш., возрастает 
| о - О И ЗОО 
| } ! 
| Го... 0! ..“. 0 о... 4-ю ... 0 
пб | положлтельн. возрастаеть | отрицательн., возрастаеть | положительн., возрастаетъ | отрицательн., возрастаету 
Г. 
ры 
и +9 ... оо... +0 ... о1 0 ... < 
ов положнтельп., убываетъ отрицательн., убываетъ положительн., убываеть отрицательн. убываетт 
| ОНИ 
+1 ... + со | — © ... | -1 ... оо о ... +1 
ес положительн., возрастаеть | отридалельн,, возрастяетъ | отрицательн., убываеть ноложиительн,, убываетъ 
и м —— И зтяянтттБтяяКтячяыю—ВВ—ы4ы5Ы—— 
+0 ‘... +1 +1 ... -- оо | — со ... 1-1 ... — со 


| 


| 
положительн. возрастаеть | отрицательн., возрастаетъ отрицательн., убываетт 
| 


созес 
положотельн., убываетъ 


пала 
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8 УЕ Зналеня аргумента, соотвётотвуюния данному эначению 
тригонометрической фунетии, 


269. Зам чаю. — Въ алтебрф имфли примёрь фунющи, дая- 
ному значенло которой отвфчаеть ммскольно знамен! аргумента. 
Функщя эта ость степень: 2”, И въ самомъ дфлф, значенно фунедцй 
<', равному, напр., 4, отвЪчаютъ два вначеня аргумента: а и — 2. 
Каждая пзъ тригонометрическихь функц такова, что кашдому 
значенио ея, которое она способна принимать, отвфчаеть безчис- 
ленное множество вначен!Н аргумента. Веф эты значения, какъ <ей- 
часв увилимъ, заключены, для каждой фунюши, въ одной формулв, 
так что, зная одно изъ нихъ, будемъ знать и всф остальныя. При- 
чина этому лежить въ пердичности тригонометрическихь функшй. 

270. Теорема. — 17. Веь чнела, имлюция одниз и тота ме 
винуеь (ковеканев), заключены вз формулиг 


аи, 2 


ТАВ а веть одно изё нить принадлежещее области, заклочениой 
между повльдовательными кориями косинуса, 

20. Весь чиела, имтюнил одииз и тоть эюе ъовинуев (вехане), 
заключены в5 формул: 


«4 2пт, [22] 


ТД в ебль одно изз ниль, принадлежащее области, заключенной 
между послюдовательными корнями синуса. 

3°. Веь чиела, изныюцйя одииа в тозиз ее пипиенев (хотан- 
зеисё), заключены вё формули 


а пк, [231 


ТАБ а веть одно изъ низ, принадлежащее облисти, заключенной: 
для зпааенов — между двумя послдовилтельнылие корнями косинува 
ар для котоляенеа — меду двумя повльдовелтельнымть хорнлии синуса. 
Чиело в воть произвольное чтьлоес. 
1°. Положимъ, что данное число ®, положительное или отри- 
цательное, таково: 


10| =1 


6 Це Ц} 


Синусъ [косекансъ], какъ извЪотно, можеть имтЬ это значен!е, 
и этому зналенио въ каждой области аргумента, ограниченной двумя 
последовалельными корнями косинуса, отвфчаетъ, вакъ извзотно 
(258, 266), одно и только одно значеве этого аргумента. Такъ 
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какъ хакихъ областей безграничное множество, то и число значе 
аргумента, отьфчающихь данному значенио ® еинуса [косеканса], 
безгранично велико. Назовемь каждое изъ этихъ значен!й буквою а. 


Возьмемъ одно изъ нихъ, напр., изъ областя (-= 


раемъ эту область по двумъ причинамъ;: во-первых, границы ея— 
наименьиця по модулю, и, во-вторыхт, косинуеь (секансь} вт, этой 
области положительный. 

Обозначимь это значене буквою я н выразимъ а черезъ а. 
По условию пыВемъ: 


зта=вта,  [созеса==е086ея, или, равносильно,  зша==зша|, 


откуда: 


эта — эта ==0, 


Равенство это и послужить для выражешя а черезъ о. 
И въ самомъ дфлё, преобразовавъ лвую часть (240), получимъ: 


ры „вв 


Равенство это распадается на два уравнея: 


а+е _ 


8 


ЗИ 


605 


которых говорять; нЪхоторыя а таковы, что 


предотавляють 


- 
веъ корни синуса, а нфкоторыя а таковы, что я предста- 
вляють вс корни косинуса, а потому шервыя а удоваетворяють 


и, ва 
‘уравненю: р 
дв & произвольное пфлое. Уравневя эти даютъ: 


т, в вторыя — уравненю: ая ел 05, 


а= т -ра, а-я а, 


Итакъ вез значешя а заключены въ двухь формулахъ, но- 
торыя, однако, могуть быть соединены въ одну: 


аи, 


ДВ п произвольное цлое, ибо при п четномъ-==2% получаемь первую 
формулу, при п нечетномь —=2-|-1 получаемв вторую. Что и тре- 
бовалось доказать. 
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ЦПтамзры.— 1. Если е=1, та 


тяни. 


2‘. Положим, что данное число ®, положительное или отри- 
цательное, таково: 


|=, (5 =Ц 


Косинусъ [сокаксъ|, какъ извфотно, можеть имфть это зна- 
чене, и этому значеню въ каждой области аргумента, ограниченной 
двумя послздоватеньными корнями синуса, отв чаеть, какъ извъотно. 
{260, 265), одно и только одно значеше этого аргумента. Такъ какъ 
такихъ областей безграничное множество, то и число значенЕй аргу- 
мента, отвбчалощихь данному значенио коеннуеа (секанса), безгра- 
нично велико. Навовемъ кандое изъ нихъ букрою а. Возьмемъ одно 
изъ нихъ, напр. изъ области (0, т). 

Выбираемъ эту область по двумь причинамь; во-первыхъ, 
траницы ея положительныя н наименьшия по модулю, и, по-вто- 
рых, синуеъ (косеканст} въ этой области положительный. Обо- 
значиме это значеше буквою « и выразныь а черезъь о, По 
условпо имфемь: 


с08а=008а, [3еса==весо, или, равносильно, соза == 03а], 


откуда; 


в08а-— в0ва == 


Преобразовавъ лёвую часть (240), найхемъ: 


Равенства эти товорятз: вфкоторыя а таковы, что ^-- 
предетавляють воБ корни синуса, а нкоторыя таковы, что э® 


предотавляють в0ф корни того же синуса, а потому первыя а’ 


удовлетворяють уравненио; а вторыя — уравненно: 


@ 


+2, ааа, 


Итакъ, во зналеня а заключены въ двухъ формулах, которыя, 
однако, могуть быть соединены въ одну 


= а-|-2и=, 


тдЁ и произвольное пзлое. Что и требовалось доказаль. 


ПримвРы. —1. ели в = 10 =, и 


ЕО Е 


3°. Тантенеъ {котангексь} можеть имфть всякое данное зна- 
чене ®. Этому зназеню въ каждой области аргумента, ограни- 
ченной двумя посяфдовательными корнями косинуса [корнями 
синуса], отвёчаеть одно и только одно значеме этого аргумента. 
Такъь какъ такихь областей безграничное множество, то и число 
значе архумента; отвфчающихь данкому значевю тантенса (ко- 
танхенса) безтранично велико. Навовемх каждое изъ нихъ буквою а. 


Возьмемъ одно изъ нихъ, напр. вь области {— 5, ==) для тан- 


генса и‘въ области (0, ®) для котангенеа. Обозначимъ это значене 
буквою « и выразимъ а черезъ а. Шо ‘условно имфемъ: 


Миса лее, [сова ==е0юе, или, равносильно, апёа —апее], 
откуда: 
Фалза — ово =0- 
Преобравовавь лЪвую часть, получим: 


а @-а. 
6056034 


=0, или, равносильно, в(а — я) = 


Равенство это говорить, что (а —<) предетавляютъ вс корви 
синуса, т.-е. 


и—@в==ит, откуда 


ям, 
что и требовалось докавать. 


Птиивры. — 1. Если ®==1, 10 «=т, в 


«+ 


8. Воли «= — 1, «=—т, 


и 


=— = т. 
[2 1 » 

271. Валевчане 1. —Замфтимъ, что числа а, физурирующея вв 
эредыдущей зпесрелуь, моцуиз бъть взяты и изз дру областей 
артумента. 

272. Занфчане 2. — Если два чнела гов $ удовлетворяют 
‘равенству: 


и = 


зто они вуль, соотвзипетвенно, сннубз п коеинуса одного ‘и то же 
числа а. 
И въ самомъ дл, услове даетъ: |+ ==1, !5| = 1. 
Извъотно, что существуеть такое число В, синусъ коего ра 
венъ у, таюь что: 


== =зщ(=— В). 


Это чиело В имфеть носикусь, который назовешь буквою &, 
такъ что 


св = — в08(«— |). 
Инёли: 
зи? В -- со? = 
еъ другой стороны, по условию, 
"+ 
Отсюда: 


=, или 
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Равенство это давз"ь: 


$=ы или 


Первое изъ этихъ равенствъ ноказываеть, что 5=003В, и, 
сяфдовательно, г и 3 суть сивусъ п косинусъ одного и лого же 
числа В, что и хотфии показать. 

Второе равенство говорить, 110 5==608(--В), и, слёдова- 
тельно, г и 3 суть соотвётотвенно синус и косинуеъ. одного и 
тото ще числа (м —В), что и хотли показёть. 

Итакъ, число а существуетъ. 

Покажемъ топерь, что вет чиела, ‘изумонил синуеами и коси- 
пувесии, соотвылетвенио, чнела г и $, закмочены 05 форлвулль: 


«| 2кк, 


19% К произвольное итьлое. 
И въ самомв дл», числа эти, имфющя винусомъ число г, 
заключены въ формула; 


(-риа-нь 


Съ другой стороны, они, имя косинусомь чиело &, заклю- 
чены въ формул: 


а -|- Зи. 


Ясно, 97% т чиела, и только т, заключены въ объихь фор- 
мулахъ совыЪетно, которыя заключены въ формул: 


ай, 


что и хотфли показать. 


8 УТ. Алгобраичесвя соотношен!= между тригонометрическими 
фунхвями при одномь и томъ же значен! аргумента. 


273, Теорема. —Алебранчевкл соотлощенйя: 
ВР -[- сов 


1апех 312 соо 
А ыы вод? 5" 


з6ех 606% ая? 


сова 


существуюния между местие ттлнонометрическими функияии при 
одномз и томе же зиачени артумента, или, что то же, между 
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вестью тилиюнометринескили элемента 0дн0з0 и пою же числа, 
зуть независимыя друзь оть Ору, уравнензя, примемь волкое соотино- 
знеме мелоду` пуипонометричеснили: элемвитама числа =, отичное 
отз уравненй [Т], есть слпдетее отизь уравненай, 

Хотя въ первой части этого куреа теорема эта была, довазана, 
но находимь нелишнимъ повторить доказатезьотво, 

13. Уравнешя [1] незавновиы дуумь отв друа. И въ самомь 
дЪив, первое уравнене’ содержить только зшх и сова; каждое же 
ивъ остальныхь четырехь уравнеки системы содержить элементь, 
не входяний въ друшя три уравнав!я. 

2. Не можетз существовать сунебреимескоио соотнощетя между 
зприпонометиуичестими влементами чнело, х, которое ив было бы слёд- 
отеле уравненй системы [Т]. Предположимъ обратное, те. пред- 
похожим, что существуеть уравнене [В], отличное отъ уравненй 
системы (Т] ине представляющее слёдетыя этихь уравненй, 

Выразивт, при помощи уравненй [Т], пять эмементовъ въ 
шестовмь, напр. ша, вх, собах, 3ее2 и 603602 ВЪ 00351, И внеся ихъ 
выражешя въ уравневе [#], получимъ, по предположенно, ие 
зпождество, & алебраическое уравиеше относительно сое, сулще- 
‘етвуютое при всякомь 2, х.-е. алгебраическое уравнен!е, которому 
удовлетворяеть веякое чиело, модуль котораго менфе или равеиъ 1, 
ъподетавленное выфсто сов. 

Итакъ, уравнеше [В] будегь ныть бевчисленное множество 
корней, что невозможно *). 

274. Иныя` воотношешя между тригононетричевяиии эле- 
неитази, одного з того же числа. Въ нервой части этого курса 
были выведены, изъ оеновныхь соотношений [Т], друшя соотнощеня, 
часто употребляемыя. Перечислимъ ихъ.. 

1°. Соотношеяе: 


ле - 061, 124] 


полученное черезъ умножене уравнен!Й второго и третьяго; 
25. Соотношене: 


1-е’ ди = ввеЙа, [25] 


полученное при помощи перваго, второго и пятато уравнений. 
39. боотношене: 


1-- ет = 00866°, [26] 


полученное при помощи первахо, третьяго и шестого уравневв. 
1) Сы. Ы. Билибино. Алгебра, Изд. 4-е..Олр, 496. 
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ЗаыВтимъ, что каждое изъ полученныхь сейчасъь уравнейй 
можеть замёнить одно изъ тфхъ уравнен системы [Т], хоторое 
участвовало въ образован этого полученнато уравненя. Такъ, 
напр., уравнеше [25] можеть: занфнить или нервое, или второе, 
или нятое уравненя. Новая система будеть система независимых ь 
уразнен! и; равносильная системВ [Т] *), 

275. Вырыкешя тригонометрическихь элонентовь чиела 
черевъ одынь ивъ нихъ.——Система [Т] позволяеть рышить вопроеъ, 

Выразить вс тригонометрическя фунныйи черезъ одну изъ нихъ. 
И въ самомь ДЬЛЪ, принявъ въ системЪ [Т} одну изъ. функшй за 
чевъотное, а остальныя пять — за неизеветных, получиыь систему 
зыити незавиеьныияь слобранмескихь зравненй 65 тю нензвет- 
энызие. Решив ее, и выразимь пать функц, принатыхь за неиз- 
зЪетныя, въ шестой, раземотрённой, какъ извзатное. 

276. Задача. Выразить въ фуикийи вз хосипусть. Первое изъ 
‘уравненйй [Т] даетъ: у 


зтя === ИЕ 609? =. 


Внося это выражене въ остальныя, получим: 


у — 60575 © 
, фед ==-5 
саз Ува 


1 А. 
608= ы Ув 
Двойные знаки въ этихъ формулахь. соотвфтетвують другь 
другу, причемъ присутетве ихь объясняется сяЗдующимь обра- 
зомъ: полученныя формулы, по емыелу. задая, опредьяяютв зна- 
четая трилонометранескихь функ: 


{аз = 


„веех == 


608265 


зшя, Чарех, сот, весх, совеси 


ие по данному значеню артлумента 2, а по данному знаменйю совх, 
моторолну соотвтьтетвует» безчислениое множество значений аруу- 
мента (270, 2%); стдователоо, эти формулы, опредуллютв значеня 
указанныхь триоонометрииескихь функц! не дая одного опредзьленнало 
значення 2, а дли безчиелениео мтоэвества этиш значенй, илиью- 
ащить одииа м тотз же посинусь. 

Назвавъ одно изъ нихъ ‘буквою а, получамъ для вовхъ 
остальныхъ. (270, 2° 


= а-|- Эх. 


1) См, . Билибино. Алхебра. Изд. 4-0. Стр.. 141. 
19* 
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Предыдуцуя формулы опредвляють, слФдовательно, вначенн: 


Зи за (-Е а 9) в {-5 а) === зща, 
фаре = ав (-«-- 241) — апЕ(-= о) = 25 вава, 
бобы сов (-Е«-|- 2й=) == со (-Н а) сов, 

3805 звена 8) зес(-Е 8): веса, 

возесл = созее (Е я Эйк созевЕЕ а) возеса, 


хоторыя, какъ видимъ, приводятбя для’осинуса, тангенса, котан- 
тенеа и коееканеа къ двумъ значе мт, а именно, соотв ®тетвенно, 
къ значетямь: ЗЕзше, С5Чапва, == соо, Е созесе, одинаковьыть, 
по модулямъ, но противоположнымь по внакамъ, я`дия секанса — 
жь одному значенйо хеса: Значен эти и вычисляются изсивдуе- 
мымн формулами. 

Если же, кромЪ даннаго значешя соза, будетъ выбрань даъ 
двухъ квадранииовь, которымъ принадлежать вов знамея х, тоть 
или пругой квадранть, то этимъ выборомъ опреджлится знакъ въ 
каждой изъ разсмахриввемыхь формулъ. 

1. 


Если, иапр. с0зх == 
-ввадраяту, то 


‚ причемъ х принадлежать чехвертому 


Эх У: у вуз ‚ паз =— ЗУ2, ит. д, зесд==3. 


277. Задача. — Выразить вс тригонометричесня фуннци въ тан- 
генсф.— Формула [25] даеть: 


Сова, вес = = У1-- =. 
Ут 
Внося значеше с0зх въ равенство 124 == а, получинт: 
: : ПЕ 
вша==-5_ 2 ‚ бое ==- АЕ: 
в 8 
и, наконец, 
1 
соя =. 


Двойные знаки въ этихъ формулахь соотвфтетвуютьъ. другь 
другу, причемъ присутотве ихъ объясняется, подобно предыду- 
щемт, слёдующимъ образомъ: 
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Полученный формулы опредъялоть значёшя трипонометриче- 
енить фунт: 


Эх, 032, вова, зесл, созеся 


не.по данному значению иуумениа т, а по данному значению атох, 
которому соотвпяиствуеть безчиеленное множеветво ‘значений арии» 
‚мента (270, 3%); слььдоваительно, эти формулы опредьлянить значеня 
упазанныяь функций не для одною отредъленнало значещя х, а для 
безчисленнато мнооества этить значе, имоощиль одинь и толь ое 
этаненеь. 

о Наввавь одно изъ нихь буквою а, Получимь для вовкъ 
остальныхъ: 


ка. 

Предыдупця формулы опредзляютъ, слёдовательно, значеня: 

Эта == зщ (к -- 9) = що, сова ==, со8(#=--@) == 6089, 
засл = вес(йк -[- а) == Е веба, совесд == совес(йя -- а) = -Е созева, 


которыя, какь видимь, приводячся для синуса, косинусе, секанса 
и косеканва къ двумь значенямь, а именно, соотв®тотвенио нъ 
значенямь: -Е ща, 550089, 553600, Э-603есе, Одинаковымъ по 
°модулямъ, но противоположнымь по знакамъ, что и указывается 
фориулами, а для котантенса къ одному значению со'са. 

Но если, кром8 ханнаго значеня {алех, будеть указань изъ 
днвухь кводраттовь которышъ принадлежать вс. значения 2, тоть 
или другой квадранть, то указаемъ этимъ опредёлится знакь въ 
` каждой иръ разоматриваемыхь формухь. 

сли, напр., 'авох =—2, причемъ х принадлежать второму 
квалранту, тб 


Зы, сов т. вех УБ, сюзее=- Уз. 
Уз И5 . 
218. Задола.--Выразить синусь суммы двуть аруументовь черезь синусы 


мц косциусы” слалаемнихь. Имфли (234); 
эн (Ну) = зитевову -- совету. у [12] 


1°. Выражая с05% п. 605% соотафтетвенио Черезь эль’ и ау, получить 
слфдующя четыре выраженя для (2-9): 


зе ру шо Гу вши. ^ 
Объяенене этой четыреленамиости, тажово: формула (1} опрехфляеть 
значение з1(2--у) не по заданнымь зпаченяхь аргумевтовь # ну, & по 
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заданиыи® зваченянъ: 515 и эту, каждому пзф копхъ отвфчаеть безчлелепное 
множество зпаченй соотвтотвующиго аргумента. Назвавъ одро изт значение 
аргумепта 2 буквою а, & аргумента у—буквою 8, получим для войхъ осталь- 
вах: 


Ра ра, У 18-4, 


1$ рн а цель. 
Фориу2а (1) опредфляетт, слёдовательно, значения: 


эщ(а У =в[-— Па + ФО: 
хоторыя приводячея нь значенямь: 


„вели р п 4 четиыя, 


— 1-3) «сан р п а вечети., 
и — т@—в) „если р чети., 4 нечетн., 
вт -Ру ит (-а-+ В =) = 5 — «виа 8), если р печети,, дчети., 


те. къ четиреме значетлыьь: 
зн(х -- 9) = за, 


зто п указывается формулою (1). 

Чо если, кромф задзиныхь значешй зн и чпу, выбраны п указавы. 
хвадравты, которымт ‘принадлежать значенмл аргумеятовт д пу, то указа- 
щемъ этимъ легко опредфллетсл одно 13$ четыпехЪ выражед! (1). 


. 1 
Положить, папр., что зн == 5 п зпу= 


мать второму квадравту, & у четвертому; тотдаг 


т Е 
со -У-тЕ-И ‚ 


и, сафловательно, 


1 
4 : Иричеиь 2 принедае- 


течи Уз _уБ 


12 


‚ 22. Выражая эти п ышу соотвфяотвенно черезъ с05% п созу, получииь 
четыре выражена для зи (а 9): 
зе + 9) = = [озу ИЛ — во? Е сова 1 — сои], @) 


Объяснене этой чапырелзнаииости таково. Назвавъ одно изЪ зналешй 4, 
отвфчеющихь данному значению созм, буквою =, & одно изъ значешй у, отвф- 
чалощщихт, дапному зваченно созу,—бубвою В для вефхъ остальвыхъ получи 


де -а- ор, у=-5--2 


тд р ир иблыя. 
Формула (2) опрелйзлеть, слёдовательно, четыре значени: 


+2 (р-+ == а в) =- 41а 8), 
которыл в увдеываются формулою. 


эт (Е рута 
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Но ебли, крем заданныхь звачевИ! 05% и озу, выбраны п указаны 
квадраты, воторыхъ иринадлежалу, значевя пртумевтовъ 2 и у, то указаемъ 
этпьь опредфаяется одно изъ четырехъ ‘выражен (2}. 


р 


1 1 
Пояожионь, лавр. 970 003% == 5. п ву = —., причемф 2 принахао- 


зв четяертоху квадрапту, а у -- трезьему, тогда: 


г=-И т УЗ, зшу -И 


`и, олфловательво, 


из 


т 
= 


219. Задлчл. — Выразить косинуеь сумы двуть арумемтовь черезь 
сииусн или косцнувы слазавмыть, 
Ныфаи (234); 
605{2-- 9) == 603276059 — Элжешту. 
19. Выражая 608% п с03у соотвфтетвенно черезъ зтя и зу, получим 
9в& выражев!я для с08 (а +9): 


сов += У1 зав. И! — ву — внизу. ® 


Объяснеше этой деузначносные таково. Мазвавъ одпо пзъ звачен х, 
отвчающихь данном! значению эта, буввою в, а одно пзъ значенй у, отв$- 
чающихь данному значению у, буквою В, для вефхь остельныхь получимт. 


#=(- ОРа ры у=и- 1+ 
Фориуза (8) опредфдяеть, слёдовательно, значешя: 
608 (2-9) = 608 [(— 17а + (—- 1В-(Р-9=, 


воторал приводятся къ токовыхмь двум: 


205(%-- $) == е0з(а - В) = 0826088 — зпазй, 
если р под 0ба четныхь или нечетныхь: 
5032 --) 


если одво изт, чивень у и @ четное, п другое нечетное, что и указывается 
формулою (3), 

2°. Выражая эта и ту соотв 
два, выраженя длн 08 (2 -|- 9): 


— 005 (& —В) = — 60526038 — змавш 8, 


‚венно через 0052 и 0059, получим 


Ут озу. [С 
Двузначность объавипется подобно предыдущему. 


608(5 -- у) == созхсозу 3 
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ГЛАВА ГМ. 


Умножене и дёлене аргумента, 


$ т. Теорема умножен!я аргумент. 


280. Теорема. — Каждая изь трионометрическить функий 
дрлумента пх, з0ъ в произвольное натуральное число, выраовается 
аллебраически черезь пуинономепиричеекя функийи вфтлумента 

Докажемъ ев отдЬЛЬНО для и-=9 и Для я==3, & потомъ перей- 
лемъ къ общему случаю. 

281. Удвоев1е аргумента, — Разомотримъ формульн 


вт (в-- у) = 91 хсозу | созузша, [12] 
с08(х-- 9) = с054:60$у — ЭВ, #2] 
ветре пя 


Ш 


доказавныя выше (234, 236} для воевозможныхь значений аргу- 
ментовъ у и х. 
Положив въ нихь у=а, получим: 


эт: 25 == 251156082, [27] 
2082 = 6085 — эт, [28] 
[23] 

Формулы эти и доказывають теорему для и==2. 

Вепомнивъ, что 
со? зщ? я . 
изъ формулъ [27] и [28] получаемъ: 

зи ИТ — [301 
— Эви? == 26052 — [31] 


Видимъ, что с0832 выражается ренионально и въ одномъ 0082, 
и въ одномъ зп, между тВиъ какъ зш2а, выражаясь рашонально 
совыфотно ВЪ 314 И ВЪ 405, не выражается рашоналено въ одномъ, 
Совж, ИЛИ ВЪ ОДНОМЪ 5Шх. 
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Для объяенегйя причины этихъ явлей замётимъ, что фор- 
мулы [39] и [31] опредёляютъ значея функц: па я 05: 
не по даниому значению аргумента д, а по данному значению эше 
или с0за; схБховательно, вЪ этихь формулахь буква х овначаеть 
всякое число, синусъ (косинусъ} котораго равенъ данному значению а, 
тдВ а| == 1. 

1°.. Положимъ, что в==та. Назовемъ буквою я одно изъ 
зисель, опредёленное, синуеь котораго равенъ а. Знаемъ (270, 1°), 
что ве№ остальныя выразятея формулою: 


4-5 


а 


тд Ё произвольное и}ос, 
Сл5довательно, первая изъ формулъ [30] и первая изъ фор- 
муть [31] опредёляють соотвётственно воф значешя символозъ: 


за (— Та -- 28] и сон пе, 
которыя, при & четиомь, привелутся къ значенямъ: 
029 и 60894, 
а при  иечетноме — къ значенямъ: 
—и2а н 603 2а, 


т.е. зт2х имфеть два значешял: 7=зш2а, & 00825 — одно: 60524, 
которыя и вычисляются полученными формулами: 

2°. Положимъ, что а==‹0за. Знаемъ (270, 25), что во№ зна- 
ченвя х заключены въ формул: 


==Еа-2 т 


Сл6довательно, изслздуемыя формулы опредёляють соотвт- 
ственно значеня: 


Е 


ЗЕ За 4] == 


502, воз [== а --4й=] = 00580, 


т.в. опять зшх имфеть два вначеня: -Е5)л3а, а 0395 — одно: 
60894. й 

Но воли, кром% значеня зша: (052, будеть выбранъ квадрантъ 
изъ тЬхЪ двухъ, которымъ принадлежать 2, то этиагь опредблится 


. 1 : 
знать тах, Положим, напр., Что с05#-= — т, причемь  при- 


надлежать эфетеему квадранту, т.е. 


вет -- В мВ тв, 
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тотха 
94-98, РВ к < 983, 
и, вл5доватечьно, 
313 = 128 > 0., 


а потому во второй изъ формуль [30] должны взять знакъ (—) 
и получимъ: 


чи —3(--1).ИУтЩт = 898. 


9 -® 
Положимъ, что % принадлежать спюрому квадранту, т.е. 
д Эя-- В, т <<, 
тогда 
Зе—= Аа -- 28, ДБ = <<, 
и, слвдовательно, . 
з1185 =51198 < 0, 


а потому во второй изъ формуль [30] должны ввять знак (--} 
и получиыь;: 


ви --3.(-1).И1-& у, 


Видимт, чхо подученныя два значеня для 3192 отличаются 
знаками. ы 

282. Утрооше аргумента. — Положивъ въ формулах: [12}, 
[12] и 14] у==2х и принявъ во вкимаше формулы: [27], [28] 
и [29], получимъ: 


з3а == 351460575 — $1174 == 815(8005'2 — 31?), (1) 
*с0584 = 00534 — 3608551024 == 6055 (60534 — Зв), (2) 
__ Заз — а 
4835== Е» 


Формулы этн и доказывають теорему дя и=3. 
Принявъ во вниман!е равенства: 


во В, зи Е — 608, 
можемъ ваписать первыя дв формулы въ такомъ видф: 


3135 == 83 — 4, 
20835 — 46085 — 3608. 
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Видимь, что функции“ 3132, 60832, фапё3х соотв®тотвенно 
выражающея рачюнамно въ одномъ эши, Въ ОДНОМЪ 6052 и ВЪ 
одномъ ва. Но вш3Зх не выражается ращонально въ одномъ с08х 
И 60885 не выражается ращюкально въ одномь эт». И въ вамонъ 
льль, формулы (1) а (2) дають: 


53а 
60382 


==У1— 052% (46055 — 1), 
УТ виз — 924). 


Причина этого явден!я объясняется также, какъ и въ случаь 
в=28. . 

283. Уиножеше аргумента на я. — Замфиля въ формухахь [12] и [14] 
посзховахельно у-=8л, уз=4я, ..., доважемь творему дяя я=4, ==5 ... н 
получимь соотвохвенныя формулы. Но можяо получить облия формузы для 
произвольнаго натуральнаго 9. 

И вр самошь дл, пыфли (237): 


За... 9) = созиаова, .. - сова, 6, — 5-55. ..-], 
воз (а... фа) == вова воза о... Вова, [ 1—5... 
щи... ад о, 
тдё 5, означаегь сумму сочезанй порядна ® пав чнеель: 
Ш. Ш --., Ш. 
Положив въ этихь формудакы жи, -=... ==, =, обозначивъ 


число сочетвшй изъ № элементовт порядка, { символом» (#), ') п принявь во 
виимане, лто каждое слагаемое суммы , обратится въ Ш, причемъ сама, 
сумма обратится, слфдовательно, вт, (ат, получиыт: 


зто (в) = с09ъ4[(), 6 — (пущи ауиие—...], 

<08(па) — сова)»  — Одиве-- ие-...), 

э— а ее. 

НЙ), а тие... 

Формулы эти, вромф того, что доказывать теорему для произвольнато 
налуральнато ж, далоть и выражевя для 


$12242), 608(9а) н (я). 
Вводя въ первыхъ двухъ формулахь сх въ свобки, похучимь: 


и 


зи) = со — 


1 
#82] 


ФЗ... ] 


ззта — (8), 603” Вива и - ();со5" авт —..., 


О] 


605 (и) == (п). 603% — ().с03 и 


зв -|- 2)608 
Формулы эти и имфли въ ‘виду получить. Он№ понадобятся ниже. 


1) Ивь алтебрит взыфогно, что 


быте, дроит доз в дд, 


Сы. Н. Билибниь. Азтебра. Изв. 4. Сир. 839. 
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284. Занбчан я. —Приянмах во ввималие, что 

19. быт, пря воякомъ и, входить: въ первро формулу въ нечетныхь оте- 
пеняхь, & во вторую-—въ четныхь, 

. Созх, при четномъ 2, входить: въ первую формуду въ нечетныхь сте- 
пеняхъ, а во вторую въ четныхь, п, при нечетномъ %, входшеь: въ первую фор- 
мулу в® четныхьъ схеценяхь, а во вторую — въ нечетныхь, заключаем 

1. зщ(ие) не сиособенъ выражаться решонально въ одномь 608% ин 
при кавомь и. 

©08(2) способень выражаться ратйовально въ одномь 608% при вся- 
КОБ 9. 

2'. «Н(из) снособепь выражаться рашональре въ одномъ ип только 
при я нечетвом, 

608(и=) способенъ выралатьсл рацюпально вт одном эйьх тозько при 
22 четномт, или иначе: 

12, Прп ® четномы зб) пеопособелх выражалься рыфонально въ 
олвозь за ити вЪ ОДНОМЪ 6082, 605(и) способен выражаться обоин 
и в ОДНОМ ЗН и В5 ОДНОЖЬ 084, 

22. При и нечетнемъ: зн (лу) способен выражалься `раабовозьво Одо 
яъ одномъ Заз с03(иж) сдособень выраматься ражюнально тользо въ 
ояномь соя, 

ВоВ эти явлевя хегко объяенимы. И въ самому, дат: 

А, Посмозримь, сколько значен, при ‘данномт эвочени вт ==, бу- 
дуть имЪть вимвольи к 


Эа) по с08(ия)? 
Назовем одно изъ значенй м, синуеъ коего равелъ а, буквою «, Вей 
знвленщи 2 заключены въ форму (270, 15): 


&=(— 1 к, 


Тиё иронзвольное ивлое, 
ИмВаи (223): 


зи) == вв (- Аа ийк} = (— Плеер (и{-— 1, 
308 (#4) == воз [и{— 1 -{- ий] = (— Пак соз а (- 3]. 


Фоли % нечетное, го 


эниии) = р анциа), сов (ие) == = сова) 1, 


т-е. Чп(иа) иыфеть охно звачеще, с05(иа)— вв 
Если и четное, то 


за (и) 


ЗЕ 5(из), баз (ино) == + созбие) 


9-е. энкия) нифегь два значеня,. соз (и) — одно. 


3) И въ самом дёлЬ, воли В ‘четное, то (— ив 4-1, зи Аа] 
ЗН ие), воз [и(— Га] == 605(9); воли же  нмечетнов, то (— 1)" == —1, 
зщ (— 19а] =вНну(- ва) == — зан), сои 10а] == 605(— ив) = соз(по). 
3) И в® самомь дфлЬ, если А четное, то (— 1)"* ==-|-1, Ча[ми— о] 
за (ие), в03[®(— 1)#=] = 00%(и&), если же @ печетное, 10 {1 = 
эт [и (— 1] = — зи бия), со5[я(— 1) = 6055). 
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Б, Посмотрим, скользю зпачешй, при давцомт значени с05 
дуть пыуфть снмволыу 


30: (2) н 608)?" 
Назовемь одно изь значевй <, воспвусь коего равень а, буквою а. Вев 
значен 2 заключены въ формул: - 


== ем, 


гъЁ В произвольное цфлое, 
Инбли; 


зо(из) = [Е ла ий] == 5 эн (ы), 
608 (984) == ©0955 из -- ибя] = | сов(иа), 


1..6, 311 (<) иметь два значен{я, с03{72) — оно, каково бы не было ®: четное 
иди вечетное, . 

Дадимь нёсколько частиыху, случаев предыдущихь формуль. 

1°. Положнмь %-=5. Получим: 


3152 — (6). 08° #17 — (5); со? езш®е -- (Буза, 


6035 —= (5). с05%8 — бууозизиия -- (©) созазне а. 
Но ` 
(5»ь=` 6):=5, 6),=10, 0),=10, 6).=85 бу=Е 
. сябдовательно, 


Эбле == 50082 т — 10605°2751 > 50°, 
20857 = 608% °  — Юсозазли я -- беовхл т, 


пли, зашВныля в5 первой формул: с05°#==1— 13% и во второй: зпИл = 
=1— 6057, 


зриба = 1634192 — 203 
$0854 = 16605°4 — 2060514 -- 5603. 


512, 


Видин, 110 96а выражается ралйонольно только в® одном зпа п 
<0355—тОльНО ВЪ ОДНОМЬ 6055, 
2°. Цоложимь в =6. Подучимт: . 


33162 — (6). 605281 — (6), со5йж5з а | {6), СОЗ ЗИ, 
60562 = (6). 608% (б)осозбхатяа -- (6), собжзния — (возил, 


Ио 


=, 6), =6, 6-1, @6=20, (6,=1, @®,=6 6.=ь 
сифдовательно, 


Эт бя = беозбяящи — 200 у визи-- боозиаааь 
совб = 08° — 15 еоз из" а -- 1беоз азии — 5116. 
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Видимь, о $62 ве выражается рацюнально въ одномь 5х иши въ 
одномъ с082; 60364 выражается реайонально п въ одпомъ со5= и вЪ одном 51. 
Внражешу суть: 


зп 62 — 0082 (3216 — Заза -- 631122) = 5012 {32005527 — 3860575 -- 66052); 
5086 == 3260985 — 48 с051% -- 18609 — 1 == — ВВвраб -- чп — 185? +- 1. 


$ 11. Теорема дёленя аргумента, 


285. Теорема. — Каждая изъ пзуионометрическить функий 
й 
Е 
арзументи у; здъ п есть нетуралиное число, сражается влебуии- 


чески через тригонометричесня фуннийе арлумента т. 
Докаженв сперва эту теорему для в==2, а потомъ распро- 
странимъ вв на всякое натуральное я. 
х И Ед 
286. Выразкешя гритономезрическихь функлй аргумента 5 
ВЪ 6052. — Имфли: 


6035 — В? д == 60825, 
Изыфняя вдЪсь 2% въ д, получимь равенетво: 
608? 5 — 51" 2 = 6032; 
2 ИЕ з 
которое, выБетВ еъ равенствомъ: 


Ед 


2 
60' 5 


х 
=, 


представить систему двухь уравнеши ст, двумя неизвфотными: 
2 2 . 

0035 и ваз. Сложивь и вычтя эти уравнешя по частямъ, по- 

лучинъ важныя равенства 


[33] 
9 


которыя дадуть: 
185] 
[36] 


37] 
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Формулы эти, доказывая, какъ видео, теорему, дать алге- 


: : в В Е :. 
бранчесмя выражешя фупяцщ: 6082, ше и 2055 въ функ: 


5032. 
Двойные знаки въ формулахь обвиняя тр, что фор- 
мулы этн опредфляютъ значетя фунеци св . зп. 5 и 2185. 


не но данному значенно аргумента х, а по  аввону значению коси- 
нуса его. Изь можно предвид®ть. И въ самомъ дфл%, нредложимъ 
такой вопроеъ: 

Сколько значенй, при данномь знамени совит=а, илвъете 
хазждый изъ силмволовь: ` 


Я ;, # Ел 
6655, шо, ие = 


Назовемь одно изъ значе д, косинусь коего равенъ а, 
буквою а. Ве остальныя заключены въ формул: 


ха, 


тдЪ & произвольное ифлое. 


Инди: 
ересь 
сы смещи черн = 
чешет) = ив (+ > +=} 118 (= 5} чела (4 ава `, 


Видимь, что каждый изъ символовь имфетъ по две значен1я, 

Если же, кромб соза, будетъ дано значен х, то этимъ опре- 
длится знакъ въ каждой изъ предыдущихь формулъ. 

287. Прин ри. — См. 1-ух часть этого курса (48). 

288. Выражешя тригонометрическихь функцЫЕ аргумента : 
въ зна. — Импи: 


3125 = 25196054. 
1} ЗазёЬмниь, что, при # четномъ, соотвЁаетвевныя знави прязыхь частей 
а а 
таков: 550-57, + в05а, Евр 5; при нечезномь # соотатствениые энаки 


с @ 
каковы: нат .^, — 605%. 


В 
5 т, ШБ. 
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Изыбаяя 2 въ 2, получимъ: 


р 
255-605 @) 
Присоединивъ сюда равенство: 
ре = о 5 1; ‚. @) 


получимъ опетему двухъ уравней: (1) п (3), которая, посредетвомъ, 
сложейя и вычитаня этихъ уравневй по частямъ, можеть быть 
замфнена равносильною системою: 


з 
[Е Ув = = 1-е, 


[вл а 


р а =1— за 


которая даеть: 


тд% 
в==1 и 
Изь послднихь двухъ уравненй получаемъ: 
Е вт 2—1 [Ут 90 -- УТ 802], 
(3) 
655. я ВУТ-Е ша — УТ — зв]. 


Равенотва эти показывать, что получелотся челиыре значея 
ДлЯ зш-, И четыре значешя для с08 5, причехгь четыре значен!я для 
ВР . 
зт 5 одинаковы съ четырьмя значешями для 6035. Но не рав- 
ныя вначешя, взятыя для 815 и с, будуть вовлиьенивыми: с0- 
емтоммьми будуть т значеня для 805 я 02, которыя соотв®т- 
ОтВуотЬ одинаковыема = и одинажовъямиь в, `), 


1) Таль, напр. ВЗЯВЪ ===—1 в в, —=— 1, иолучиаль совыфетных эначен!я: 
Иа Уз свв [-Угывае--Ит-выа |. 


немр. въ верхней формул: = =--1, в, =—1, в вЪ зуаной: 
—1, получим несовыфегныя знален!я: 


515.5 


== 


Ввявъ 


а 


вит Угра Ива | сов Иа-Иа] . 
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Принимая во внимаше, что 


% 
и подставляя сюда, выфото эт а И 0085, найдевныя, для вихъ 
совлаьетныя значе, получить: 


Кажется, на первый ваглядь, что получили четыре значевя 
для ы5. Но легко убёдиться, что получили только два значешя. 
И въ самомъ дел, умножая числителя и намотаеля каждой изъ 
четырехь дробей, представляющихь звачешя юг 5, На то значенее, 
которое соотвтетвуеть этой дроби, приведемъ эти четыре значеня 
кь сифхующниъ: 


ры — «Инта + эта. «Ут аз 
=УТ-- ла — вв /1 — эх 


Бо 1, причемъ ас, равно --1 илн — 1; сл®довательно, 
= пывегь два значения: 


4) 


тд верхи (нижне} знаки соотьётотвутють. Видимь, что произве- 
деве этихь значешй равно 1. 


5 В 
Легко объяеничь полученную челнмреденачновтоь для вт. и 


6085. и двузначиость для #5 5. 
и въ самонъ р№лЪ, формулы (3) и (4) опредёляютъ значеня 
Ш 5 › 608 2 и 85 не по данному значенйю аргумента 2, & по дан- 


ному вначенно ехо синуса. СлФдовалельно, въ этихъ формулакь 
буква х овначаетъ всякое число, оинусъ котораго равенъ данному 
числу @, т.е. формулы эти опредфлноть ‘значешя симполовъ: 


зв 5, вов >. я в не для опредфленнаго значешя аргумента 2, 


БУРСЬ ТРИНОИОМЕТРН, 20 
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а для безчиоленнаго множества значенй, синусы коихъ равны дан- 


ному числу а. Легко, однако, показать, что воБ значешя ша и 


сов приводятся къ четыремь значеняиь, а вс значев!я 5 —к 
двумъ, 

Назовемъ буквою я одно изъ чисель, винусы коихт равны а; 
вс остальныя заключены въ формул: 


&=(- 1) -- пк, откуда = 175 +*.=. 


Слёдовалельно, имезгь: 
А. Вехи п четное = 2, 10 
ИЕ: . “ : 
то ват +] (. Туз = = 8-5, 
И 
085 воз] =-- 
Е Е: __ а 
в = в + = + мав у. 
В. Вели п нечетное = 72% -|-1, то 
.. Ш Г ® а а [3 
эт == Е +95 = 1608 а ==: 6085; 
Е Г = а ИИ Я 
6085 св (28 +2) р] = Тута = 55 т, 
в5= Щечыт = = ов. 


а 


Видииъ, что вс% значеня в э` и в0Ъ значешя 6057. приво- 


дятея въ четыремъ: 
РИ: а 
т, 0035, 


Е 


2 
ивми (8); во значеня для вт приводятся къ двумъ: 


одинановымь дия $т 2 и со, которыя и опредёляотся форыу- 


а а 
ва и 00, 

произведен коихъ равно 1 и которыя опредёляются формулами (4). 

ели же, кроыф зтя,-будеть назначено значение аргумента, 

то этимъ опредфлитея, кая значешя дня = ие, --1 или —1, 
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должны быть приняты въ формулахъ (8) для того, чтобы он давали 
именно значения: эт и 608, 


И въ сомомъ дваЪ, если х дано, то данъ хвадрерииь, вото- 
а 

3: 

5085; сябдовательно, принимая во внимане, что два значення, иИЗЪ 


рому принадлежить число а потому даны знаки чиселъ; т и 


четырех», даваемыя формулами (3), положительныя и два значе- 
вая отрицалельныя, придется дфлать выборъ между двумя положи- 
тельными (отрицательными) значетями. Выборъ этохь длается 
такиьгь образом: значения, опредёляемыя первою изъ формулъ {3), 
суть значеня;: 


ыф, (+2), 6545) (ка), 
ва, 915 =), 58$ = и зв + 2} 


значешя, опредёляемыя второю изъ формулъ (3), суть ввачешя: 


=, >) «+9 
вова, 08а}, 085 1 2085 -- =)’. 


Замбтивъ это, смотримъ, которое изъ чисель: 


х 


а 
2) тт, 


} 
т 


а 
р 
иметь синусь (косинус), одинаковый, по знаку, съ вт 5 
(55) ‚ и приводимь это число и чисно 5 въ область (о, 5); 
это пряведен!е опредёлитъ, который изъ синусовъ (косинусовъ) 6у- 


а 
деть болЪе: синусъ (косинус) ли этого числа или числа 5 ибо 


въ области (, 2 бьльшему сивусу (косинусу) отвёчаеть большее 
{неньшее) зизчене аргумента. 
Замфтинь, что достаточно одфлаль выборъ для это. Этим 


зпредфлится выборъ совыфетнаго значеня для со8 5. 


2) Ибо: 
(ат) ие а 
эц(5+5)= Эт, 5 
< (1+1)=- 45, сов — вв, св ыы зв. 
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ПримьрЪъ. — Вычислить тнуиопометуичесте элементы числа 


= 


д: Я, что 


Такъ какъ число я принадлежить области (©, =), то его ви- 


нусъ положительный. Изь трехъ чиселъ: 


3 = 
‚ + 


1“ с 


= 
Р-Н 8 т 


только первое иметь положительный синусъ. 
Оно можеть быть зам нено числомъ: 


слЪловалельно, 


те. ЕЗЪ двухъ положительныхь зналенй, даваемыхь первою наъ 
формуль (3), должно взять меньитее, которому сооть®тотвуютъ: 


ЗТунуу У: 


289. Выражеше в ВБ вл. Имёли (281) формулу: 


24 
о [29Т 
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Изифняя въ ней д въ © 


>, Получимь: 


Равенство это даеть уравнене второй степени относительно 
Е 
ща, и именно: 


Е $ 
щи Ры —Ща-0, 


имфющее вещественные корни, произведеве коихь равно {— Т). 
Решая это уравневе, получимъ: 


11-е | 
Ал о |) 


и выравимь, слбдовательно, в 2 алгебраически въ а. 
Легко объяснить даузначность результата, 
Полученная формула вычисляеть в: не по данному значе- 


1 2, а по данному {ал; олфдовательно, въ этой формулё буквах _ 
означветь зоякое число, тангенеъ котораго равенъ данному числу а. 
Означивъ одно изъ нихъ буквою <, получимъ во остальныя: 


а потому: 


ча 5 = палв(ь ==, если Ё четное, 


= —св т, если & нечетное; 


слёдовательно, тантенсы чисел ^ приводятся въ двумь числамт, 


произведеве конхь равно —1; числа зи и вычисляются при по- 
мощи формухы (3). 
Двойственность исчезаеть, если, кром% {9х будеть дано х, ибо 


тогда опредфлитоя квадранть, которому принаднежить ^^ & охьдо- 


и 
вательно и знакь >. 
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Прим5рь, — Выласминь “ъ, зная, што шт —1. Число 


принадлежать 9-ому квадранту, а потому тангенок его отри-. 


8 
дательный, и, слёдовательно, 


й й 2 
290. Выражешх трихонометричесвихь фуньцЁ! аргумента р Терезь 


6082. Изыбнивъ, во второй изъ формунь [32] {283}, въ. „ получим ураваете: 


& 
сов. — (пуооз"-2 г 5, # Но 20-2 я 2 ны ; ... 5008 
Положивъ въ нем; 


= м 
608 — == г =1— 27, 
В 31°» 1 , 


получим олчебраическое- уравнее: 
тома фе“ а и... — ева =0 {2 


относительно #035, въ которое со входить, какъ хозффишенть (во- 
сялнйЕ члелъ). 
2 я 
Озфдовательно, 608 >, выразюдется алебраичести вз созз, что и нужно 


было показать, 
Такъ кавъ л8вая часть уравнения (2) есть , увы в, то ев можно 060- 
значить черезъ /(2), и уравнеше (2) лерепяшется такъ: 


Ке=о. 8) 


Пюокажемь, что опо имфеть и `зощественныхь корней, заключенныхь 
нежду —Ти +1. 
Для докезалельства, замфтиыь равенство: 


и 


гдВ р произвольное дфлое, которое найдемь, есдл въ равенстно (1) подота- 
зимз, ямфсго 2, рк и вопоминыъ, что созрт == (— 1)Р, 
Заыфтивъ это равенство и подставивь въ хВвую часть уревненйя (3), 


. их 
вибето 2, зиело воз", молучиыь равенство: 


ПР — 0035. 
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ДБлая здфеь послВдовательно: 


$=0 В-Ь ВА... рЕЮ-Ь ВЕ, 


пойдем: 


Т.е. результаты подотановокь въ л6вую часть уравнешя, выфето буквы 2, 
чнисели 


Е 2. 1 Е 
Ня оз т... ссз ®Ш— п 10 


ниЗоть противоположные знали, слёдоволельно, въ казвломь изъ 2 проме- 
звулковъ, обравованныхь чполами (4), лезлть, волфщотв!е непрерывиости фупе- 
и 7/2» по крайней мбр, одинь вещественный корець уравиевя; но тать 
хакъ уравцеве (3), будучи уравнешщемъ 2-ой стелени, не можеть пыёть боле 
® норней, то въ каждомь из увазачныхь промежутков будеть лежать только 
одивт, вешественный корень. Итанъ, уравнене (3) пмфеть я вещественных 
корней, причемъ всф оян заключены между +1 п —1- 


. 5 
Этим ® корнлыъ, предотавляющимь значешя 505, отвчають 2 


РЕ 
зваченй ат ж опредёляеныхь равенствомъ : 


.- Е 
и, слбдовалельно, 2% значение дяя =. 


Е 


С = 
Легио объяснить эти мновзнамносиие 0$.” и 51, -. 


в 


: Е 
И въ вомомь дви, уравнеше (3) вычисляеть со ие по даиному зна 


ченНо =, & по данному значению 60$: в; слбховалельно, # въ уравнении {8) 
озничаеть всякое чело, коспиуст коего равен &. 
Назвавъ одно пзъ них бушвою а, получихь; 


= а, откуда 


Огравизимея, для сокращешя письма, случаемъ % ==3. 
Ихфенъ, сяВновательно, 


# 2 Е . [24 а 
вез (#) 05 (5 зи) з( З 3). 
1°, Если Х=ЗА, гдБ й произвольное дфлое, то 
Е В [2 в) Ця 
0 (2) вв( } 483 88) аа(= =) = з- 


1) Знаки равенотвь пыфнугь мото: при четнок® р, если 03% = 1, п при 
нечетиомь р, вели с5е=— 1. 
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52°. Если В = --Ь, 10 


2% 


3 


3°. Если В =8—1, 0 


со; 2 о ( 
8 


2 зв( 97 да зл(2" =) 
8 3 Аз. 

Ве случам иечернаны, ибо всякое цЁкое звачеще, взятое для, зал 
чено въ одвой изъ формуль: 31, ЗВ 1 п 3—1, гдВ № произвольное ифное. 


= : 
Виднаеь, что воз; ныветь три зиаченя: 


„в 22 [а Ра а 
053, сз =), ва 


‚т в 
в 5 = пуфеть шесть значение: 


3 
а вв (==) звз( 82 =) 
Е, | 3} +3 В 
хотория л вычисзяются уравненямя (3) м (4) *). 
291. Выражени тригопометрическихь фуницЕ аргумента #5 через, 


зн. Иза\нивъ, въ первой изъ формуль [32] (283), # въ я, июлучумь уравиеше: 


х 


2. Ри за Ща 
О а г. со" п —... БО, (1) 


Раземотримь две случая: 
1°. и ебть нечетное число 99 4-1. Въ этомт, случай уравнеше (1) в0- 


- Е 
держить тольшо чстныя степени 605-_ и можеть написаться танл: 


ЕЕ Е 2 5 
(п),ооз я (п);соз? 8). я эНи г +... + <— Пя зе 0. 


Умноживь обф части этого уравнен!я на (— 1)4 и изивниеь порядок чле- 
вовт, оставивъ нослфде!й на мзетЪ, лерешишемт уравнев!е тахнит обрезом’ 


а, 2: 
5”, (2). 6051 


. Е ш = 29. ; 
зп вов” ЕСИ — р (Те 

т сз п, ЕС) е05' в (— Ты 
Цозовнвь злфеь; 


ВЕ 
Эи-=2, 
Е 


получиыт, пизобремческое уравнение: 


а) + пу” аи... 4 СПУ (Пт о 


:) Зам хлиь, что, при а==0, вфкоторые изь этихя, значенй! равии, п, 
* сдфдовательло, уразнеше (3) ныфегь яёкоторые корик равпыми. 
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. : 
отновительно =, въ которое зшя входить, какь козффищевть (по- 


слфдыйй членъ). ОлФдовательно, эт; виражаетоя блзебрациески в Эт, 


что л нужно было показать, 

Понажемь, что уравнеше (2) имфетт ® веществешныхь корней, заклю- 
ченныхь менлу —Еи -- 1. 

И в5 самом дфа%, пазвавф лфвую часть уравненя черезъ (2), со- 
ставимъь; 


( Е = нЕ . 
(сот 22 — (пуюовт- базе = + Овоз"-1 ие 2" ... ) — (— Ипа, 


тд р произвольное цфлое число. 
Но количество, ломфщениое въ скобнахт, равно (— ПР (283); елфдо- 


вательно, 
ре 
5 
Е [= т ] 


Позалал здфоь посябдовательно: р-=0, 1, 2,.... ®—1 ии пренимая 
во вниманЁе, что |(— ТУузие| == 1, получным 


{— ПР Сия, 


Роз | 50, пов 0, ..., 
#1] у | т. 
оо Е 20, Г] 55 т. | =0, 
1..8. результаты подетацовонь въ функино {(2), вето буквы 2, чисел: 


(3) 


сов ®—Пя , 
В? 


9 
605 — 
® 
иифють противоположные знаши;, слфловательво, въ каждомъ изъ 2 промежут- 
ковъ, образованныхь чиелами (3), жежнть, велфистве пенрерывности функ- 
щи (2), по крайней мЁр® одпинъ вещественный корень этой фуакци, или, 
что по же, уравцешия (2): 


ие =о 


Но уравнеше это, будучи уравнешемъ 9-ой степени озносительшо 2, ве 
можеть пыфуть болЪе в корней, а нотому въ каждомт изъ указанныхь проме- 
знутковъ ложить только одишь вещественный корень, или, друглын словами, 
числа (3) отдамлють корнп уравцешя /(2) ==0. Ихакъ, вс ® корней урав- 
пони” (2) вещественны и вс$ они ложать между —Ти --1. 


5 ИЕ 
Эгныь я корпямт, представляющихь значеняг ид, отайчалть Эа зпа- 


й 2 
чешй 08, опредфляемыхь равенствомте 


Е ай. 
— ое 7, 
9 ® 


в, слБдовательно, 2 значе “> . 


608 
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Получевных многозначности легко обълевяются. Предоставляень чита- 
телю даль этл объяенешл. 


# 


2. п воть метное число 29. Въ ураввеше (1) вов. лм вхо- 


3 
дать въ нечетныхь стенепяхь. Слдовательно, уравцеле это пе есть ращо- 


. Е2 
хазьвое ураввене ни относительно одного с0з-„-, пи относлтельно одного 


„ $. 
п. Чтобы олфлать его ращональныхь, необходимо и достаточно возвы- 


сить 06% частн его въ квадрал 
вядф: 


ь. И въ самомь дЪяЁ, ваписавъ уравеше въ. 


—4 


ЕЯ 1-5. & 2 ЕЛИ 
5 28}: 605 И — (®); 605 в —-... 
сав-. [6 За 0), ое... 


Ч. ое, а] 


= а 


и положивъ въ немъ: 


: ==Ит— в, 


получинъ: 


(4) Ут а-и а и... 
с, = яве. 


Возвысивъ его въ квадрать, что ме введеть постороннихь рамиен й (по. 
ирачия$ двойного знака), найдем: 


(5) аи, фи — а фвуи... 
+. Сера внйя = 


'Ураваен!е это воть уравнеше аллебраичеекое степени 2 относительно #. 
Сафдовательно, 2 = т -„_ виражается ачнебранчески в» 5 2, что п вужно 


было показать, 
Покажемъ, что уравнение (5) имфеть и вешественныхь кормей, легко 
отдпалемыеь, 
И въ самомъ дл, лодотавивь въ лЬвую чаеть уравнешя, вифото 2, 
Б 
чело сз, тдБ 2 нроизвояьное цфаое, найдемт, для результата, подстановки, 
число: 


10? 22 


— те. 
2 


Если р четное, то результать подотавовки, равный — 3112, веть число 
отрицательное; воли р нечетное, то зтоть резултиииь, равный 1 — в\12х = 003°%, 
есть 91610 золоюизиельное. 
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Итоль, подставляя послфдовалельно въ афвую часть ураввеня, пред- 
ставляющую неюрерыеную фунецю артумента 2 {2и-- 1) убывающихь чнееть: 


(8) 1, сов ы 


з 60$ 
За 60 


Зе? 
увидишь, что звони подотоловокь будуть чередоваться. 

Слфдовалельно, между двумл послёдовательными числами налисляваго 
ряда заключается по крайней ивр одинъ корень уравнения (5). 

Но уралнене не можеть ныфть болве 2% корней, причекь число про- 
мевутковь, образованныхт числами (6), равно именно 2и; слЬдоватезьно, въ 
каждому изъ нихь заключается одплъ вещественный корень уравнения, н урав- 
кеше выфеть 2% вещественныхт корней, заключелныхь между НР и — 1. 

- Тавв какъ $ входить вт, уравнеше въ чежиыхь степеняхь, то 2и кор- 
пей уравнен, попарно, равны по модужю и противоположны по знаку. 


= а 
Итаииь, эп —в = чапьеть, пр данном значени эх, 2» пазааиныеь зна- 
чей, которыя, попарно, равны по модулю, но пропивоположни по знаку. 
р Е 
Легко видфть, что 68 пыфеть также только 2 разапчныхь значе- 


И, а ке 4я, навъ это, нозалосг, сяБдовахо бы изъ раленетва: 


Е 
1 81029 
и 51°, 


160 дл 10го, чтобы уравнеше (4) удовлетворялось, должно выбрать, пр дан- 
пошь зпалеян в, тотъ изъ двухь знановъ при введратномт, корнв, прн 
котором вся афвал часть имфеть знакь, одинаковый со знакомъ даннаго 
числа; т. 

Зазжёчая, что, при изуненш 2 въ (—2), яёвая часть уравненя (5) 


. ВЕ] 
изыфияеть знажь, заключаеми, что двумъ зналешяшь 2 —31-„_, равнымь по 
модулю, но противополовнымь по зналу, отвфчають раввыя по модтдю, но 


. . Е 
противоположныя по знаку, значешя с05-,„-. Сафдовательно, двумв знаме- 
вяыъ эи-и_, равным по модулю, но противоположнымь но знаку, отяфчаеть. 


. Е 
одно значеше хал 8-„-, & именно: 


эт 


608— 
я 


Е . 
А. потому, "> при данномъ значени зтх, хабов п разаичныйь зно- 


ченй. 

Ве эти результаты согласпы съ тфми, которые иыфлн выше для #-=2 
(288). Ве полученных мнозозначнооние легко объясняются, 

'Предоставллемъ чптателю дать эти объяснения. 
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292. Вырижея тригонометричесвихь функн! пргуменха =. вт 


Час. ИзыВняя, въ формул для 65 (95) (283), ® въ = и упиухоахая знамена 


телей, получпи уравнен{е 


Полагая: 


п располалая по возрастающим» степенямъ 2, найдемь: 


ве 2-е. ива... |] 


Уравнене это есть азгебраическое уравиеше отпосзтельно # степени #, 
причемь ох входить. въ его коэффищеаты, 


Слфдовалельно, в=щ 9. выразеаетсн аллебрамчески в. 165, что и 


нувло было показаль. 

Уравнен (1) ныфеть # корней, которые легко отдиляются. П въ са- 
зомъ д2Ь, лего поназать, что знаки результаловь нодсталовокь въ дёвую 
часть уравпешы (1), выфето буквы 2, чисел: 


—=, (3 


9 


чередуются. 
Полученная мнозозиечноеть легко объясняется. 


293. Теорель. — Каждая изъ пурлионометримесниль функц й 
. . # 
арументе 2 выражается ращонально въ 18-5. Теорема очевидна для 


{5 <, ибо имфли: 


Далфе: 


но 
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схвдовательно, 


те 


т.е, теорема доказана для этих 


Принимая во вниман!е, что с08 = и раздёляя по ча- 


Зоя 
5: 
стямъ формулы, полученныя для эта и ‘ва, найдемъ; 


Е 
— 2 
1—5 


$085 —= 
12 


т.е. теорема доказана для 05. 
Очевидно, что чеорема инфеть м%фото и для созеет, звс» и 
сое, ибо 


весх 1 сова 
7 с08* ы Чех ° 


1 
608662 = у 


Доказанная теорема иметь большя приложения. 


ГЛАВА \. 


Тригоиометрическ1я уравиеня. 


$1. Уравненя въ однимъ неизвестным, 


294. Опредфлевя, — Разсмотригь два выражешя А и В, 
пледранмесял относительно. тригонометрическихь функций аргумен- 


тТОВЪ: 2, ис и 5, тд и и р СУТЬ натуральныя числа. 


Выражеыя эти итя имфють, при всякомъ, одномъ и томъ же, 
зваченит », одинаковыя ‘чнеловыя значеня, или получать тако- 
выя только при пЁкоторыхь частныхь значеняхь буквы 4. 

Бз первомз слуииь товорятъ, что выражешя А и В м0жде- 
отвениь; эта тождественноеть можеть обозначаться знакомт: 
такъ, напр, можемъ канисать: 


1, 6089 == 60525 — зн, . 


эх --- 05° 


итд 
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Во оторомё случеь можно искать тЪ значетя буквы =, при 
хоторыхъ выраженя А и В получаютъ одинаковыя значеня. Эти 
значеня буквы д называются корнями или рилиенлии триономе- 
чирическело уравнения: 


А— В. 


Рьипипь траиопометрическое зравнатв, зналнито нодипиь © 
зорни, 2 

Увидимь, что зтригонометрическов уравкеще имфеть, вообще, 
безчисленное множество рёшенй, Тавъ, напр, уравиене 


й 1 
310% — 5: 


имфеть безчисленяое множество корней, заключенныхь въ фор- 
мул%: 


ЕА 


тдф и произвольное цфлое (270). 

295. Общах метода рашеня.— Общая метода, рёзпен!я тригоно- 
метрическаго уравневя такова: 

Положимь, что уравкене заключаеть нфокохько тригонометри- 


ческихь функц аргументов: м, их и >. тд ии р суть нату- 


рельныя числа, 

Выражаемтъ, при помощи вышеданныхь формулъ, всё тригоно- 
метрическйя Фунвци, входяц]я въ уравнене, черезъ одну тригоно- 
метрическую функцию, входящую въ уравыеше или не входящую 
въ него, Всё эти выражешя будуть, какъ видфли, омебраическвя 
относительно этой функши, Подставляя эти выражения, ‚вывсто 
ботвётетвенныхь бунешй, въ предложенное’ уравнене, получаезеь 
алгебраическое уравнеше, содержащее только одну тригонометри- 
ческую фунвцио, нокомыя значевя которой, одно илн Есколько, 
найдемъ, рёшая это уравнеше способами, указанными въ алтебуВ. 
Знан значетя тригонометрической функщи, подучимъ значеня 
эртумента, соотвФтетвуюцИя каждому изъ найленныхь значенй 
функщи (270). Число этихь знамений безгранично велико, причемъ 
одно изъ нихъ придется, вообще, вычислять при помощи таблипь. 

Простота рёшешя и изелфдованя зависить, главнымъ обра- 
зомъ, оть удачнато выбора той функции, въ которой выражены 
вс остальныя. Здфсь иельзя даль никакихъ общихь править, 
Отраничимся иЪкоторыми ‘указашями, полезными зъ огромяомъ 
числ случаевъ. 
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1°. Если, послБ выраженя вефхь фунющй черезъ одну, урав- 
неню будеть содержать квадратные корни, подъ знаками коихъ 
будеть входить выбранная функя, то придется возвышать въ 
ззадраты, что можеть ввести посторониёя рющенл. Дожжно изол}- 
довать, введены ли они. . 

2'. Нслк зыбранная функшя есть синус» или косинусь, то 
корни алгебраическаго уравненя, даюция значеюя этой функщи, 
должны быть заключены въ области (—1, 1). 

3°. Если выбранная функщя есть эшииенеь (котлантесз), то 
всякое вещественное вначене корня уравнез!я можехь быть при- 
нато, ибо тантеноь можеть имфть всякое значен1е; разум5етея— 
если корня не должны удовлетворять какямъ-нибудь дополнитель- 
нымЪ условчиъ. 

4°. Если уравнене содержитъ тригонометричесыя фунвци 
только аргумента х и не содержить ихь подь знаками корней, 


то, выражая воБ фувеши въ в ‚ получимъ уравнене рацю- 

‘нальное относительно == „ 2бо, какъ видёли (293), вов тригоно- 

метричесмя функши аргумента х выражаются рашщонально въ 
# 

85. 


295. Уравнене ‘азта-- 005% 
зая къ рёшению уравневя: 


‚—Приложимъ вс эти ука- 


ада -- 56082 ==6, (1) 


которое должно замётить. 
Первая метода. —“Прикимаемъ за неизвёотное тт. Замняя 
08 посредствомт. и 1 ‚ получим: 


азШе-ЕЪУТзнбт-=е, или -55И1— 5% =е- авиа. 


Воввышая въ квадраль 06% части этого уравнешя и принимая 
во внима, что 210 воввышене не вводить постороннихь рёшен И 
зелБдетве двойного знака при корнЪ, получимъ ураваен{е: 


$" (1 — 51125) — ((— авт) =50, (2) 
или 


(2-х — Засзта Ре 0, (8) 


фавновильное данкому. 
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ИзслвдовлнтЕ.—Корни уравыеня (3) должны быть; 


1°. вещественны и 20. принадлежать области (—1, + 1). Для 
вещественности корней необходимо и досталочно, ‘чтобы 


ое (Ре), пе е-и 02) =>0; 
такь какъ $' > 0, то неравенство это равносильно такому: 
ие. (4) 


Если услоше (4) соблюдено, то корки лежать въ области 
{—1, - 1) нбо, кажъ показываеть уравнене (3), 


1— та о 0, т.е. зп’ =1, 


н, елфдовательно, 


Ехданственнымъ, слдоввтельно, условемъ возможности задачи 
ляется условше (4). - 
Решение. —Рёшая уравнеше (3), найдемъ: 


Требуется опредёлить х, Для еей цфли находимь два чисиё, 
хи В, синусы конхь были бы таковы: 


аси о а-я и а 
аи ‚ зшР= #5 . 


это 


Эти два чела могутъ быть вычиелены при помощи таблилъ. 
И въ самомъ дёлЬ, если значеве вше положательное, то по табли- 
цамъ найдемъ острый уголь А, синуеъ коего равенъ значено зто, 
и за число а принимаемъ тригонометричесяй уголь, соотв тетвуюний 
утлу А. Если значеке зто отридательное, то значее эт (— ©) 
будетъ положительное; отыскиваемь по таблицамт острый уголь 4, 
еннусъ коего быль бы фравенъ значению зш(— о), и ва число & 
принимаельъ тригонометрическй уголь, соотвётствуюний острому 
отрицательному углу (— 4). . 

Такимъ же образомъ опредвлимъ р. Ве числа =, удовлетво- 
ряющия уравненйо (3), будуть заключены вт формулахъ: 


= (— Г]ла-- ия, и=(— 1 Ри, (5) 
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„Несдтдуеть, однако, думатиу, чито веть пир ушеня удовлетво- 
ряюта уравнению (1), ибо хотя и не введены посторониёя зивченя 
для эл, но введены постороня значевя дия числа ж. И въ 
самомт дьлЪ, взявъ уравнете: 


ов — 660% =Е с, (т) 


получимъ для него уравнен!е въ виз, совершенно одинаковое оъ 
уравнешемъ (3). 

Сл®довательно, одни изъ значешй х, удовлетворяющихь уран- 
нен\о (3), т.-е. одни изъ значений (5), удовлетворяють уравнению (1), 
друпя--уравнению (1’). Кавя же изъ значешй (5) удовлехворяють 
уравнению (1)? Аля рёшеня вопроса напишемь каждую изъ фор- 
муль (5) въ хвухь видахь: 


Ха, дея. э%, 
х=В-- 2", аж" В. ) 


(5) 


Синусы чисель я и =—а равны; косинусы же ихъ равны 
только по модулю, но противоположны по знакам. Принимая во 
внимане, что знаки у с0зе въ уравнешяхъ (1} и (1°) различны, 
завлючаемь, что одно изъ чисель: хи «—@ удовлетворяеть урав- 
ненйо (1), другое уравненпо—(1'); то же самое замфчаше относится 
и кь числамъ: Ви "В. Навзаръ то изъ чисел: х ит— аи 10 
изъ чисель В и я— В которыя удовлелворяють уравненио (1), 
воотьфтетвенно буквами: ти 8, получимъ, на основаши формуль (5'), 
что веЁ рёшевя уравнешя (1) заключены въ формулахь: 


1-2 


тдВ № произвольное цлее. 
Зажтимтъ, что для вычиоленя зналенй о н В должно фор- 
мулы для ше и зт8 сдёлать предварительно логариемическими. 
Вторая нетода.—Выражая, зшя и 08% въ 1 (277), преобра- 
зуеть данное уравнеше въ тако; 


аще =-еоут- в. (1) 


Такъ какъ правая часть этого уравненя имфеть двойной 
знакъ, то возвышеше въ квадрать обфихь частёй уравяеня ие 
взедеть посторонние значенй для вх и дает: 


8-2 


(Руа аще РР — #0. (2) 


КУРСЬ ТРИГОНОМЕТРИТ. 2} 
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Изсльдованге.—-Такъ какъ корни этого уравневйят, если они 
веществениы, должны быть значетями 5х, а для тантенеа дону- 
стимы всявя вещественныя значеня, то, для возможноеги задачи, 
необходимо п достаточно, чтобы корни этого уравненая были веще- 
ственны, т.е. чтобы было удовлетворено услове: 


ая — (а — с) — 0) 20, но би )0, 
равносильное усяловио: 


еще". 


Рьшьнив.—Рёшая уравнеюе (3), получимъ: 


Ив 
ы -а-@ " 

Требуется опред®лить теперь вс значейя для х. Для сей 
пли находимъ два числа © и В, тантенсы коихъ были бы таковы: 


и 
@— 


Эти два числа могуть быть вычислены при помощи таблинъ. 
Вев значешя д, удовлетворяюния уравненио (2), будуть за- 
включены въ формулах: 


пан, 


==, @) 


тд » произвольное пфлое. 

Неслтдуеть, однеко, думать, что. вст эти утлившя удовлетво- 
ряютьз уравнеийю (1); хотя и ве введены постороннйя значеня для (5, 
но введены постороня значеня для чиела 2, 

И въ самомъ ДВЯЪ, взявъ уравненю: 


-- авт -—-6503д = 


, @ 
получимъ дая него уравнеше въ бил, совершенно одинаковое еъ 
уравнешщемь (2). ОлЬдовательно, одни изъ значен!й (3) удовлетво- 
ряють уравненио (1), друйя — уравненио (1). Кашя ше изъ зна- 
чен! (3) удовлетворяютъ уравненио (1)? 


Для рёшеня вопрова нанншемъ каждую изъ формулъ (3) въ 
ДВукЪ видах: 


дата, ия (я-а 9 


2 ат. 


— 817 — 


Принимая во внимане, что сннузы и косинувы чиселъ: а и 
*«- о раввы, соотвфтотвенно, по модулю, во противоположны по 
знакамь, и что знаки у этх и возх въ урзвневи (1') противо- 
положны знакамъь у зЗШи и е085 въ уравнени (1), ваключаемъ, что 
одно изъ чисель: а и (=--я) удовдетворяетъ уравнению (1), другое— 
уравненио (1'). То же самое замхёчане относится и къ числамъ; 
Ви*--В. Назвавь то изъ чиселъ: а и к--ч и 10 изь чисель: 
Вия- В, которыя удовлетворяютв уравненйо (1), соотв®тотвенно 
буквами: т и 5, получимъ, на основа формуль (5'), что веё 
рненшя уравнен!я (1, заключены въ формулахъ: 


=, — эВ ой, 
тдф № произвольное плов. 

Третья метода. — Выражая зла и с0зх вЪ в. {293), пре- 
образуемъ предложенное уравнене въ таковое: 


(ое а 28-5 +е—$=0. 1) 


Изслвдовлния. — Для того, чтобы предложенное уравнене 
‚_имло рёшене, необходимо и достаточно, чтобы уравнение (1) имфло 
вещественные корни, т.-е. чтобы существовало услове: 


(5-0, 


или 


кОВЫ: 


2 а-Ижи-я 
и 


Эти два числа легко вычислить при помощи таблиць, И въ’ 
замомь ДВЖЬ, если ца воть положительное число, то ло таблияамь 
находимь острый уголь 4, тангенеъ котораго бышь бы равенъ{с, 
и соотиётотвуюцщий ему трихонометрическй уголь можеть быть 
принять за а; если {ва есть отрицательное чиело, то чо таблицаьмь 


я 


— 8318 — 


находимъ острый уголъ В, тантенсъ коего быль бы равенъ — <, 
и тригонометричесвий утолив, еоотвтетвующЕЙ тупому углу 180°— В, 
можеть быть принять ва я. Такимь же образомъ можеть быть вы- 


Е 
чиблено число 8. Вычисливъ числа я и 8; найдемъ для = во зна- 


чен!я по формуламь: 


откуда 


= -- 28. 


ЗаиьчАнгь, — Метмда эта, по сравненно съ двумя предыду- 
жими, приводаль къ болфе простому изслфдованно по двумъ при- 
чинамь: 1) тантенев-можеть принимать всевозможныя значея и 
3) отсутстые возвышеня въ квадрать `не вводить постороннихь 
рвшен!й, 

Четвертая метода.-—Въ практическомь отношени предыдущя 
методы неудобны, ибо ‘формулы рёшешя требуютъ, для приве- 
дешя ихъ въ логариемичесый видъ, нфеколькихъ вспомотатель- 
ыхъ угловъ. Мегоды эти были изложены исключительно съ цфлью 
показать приложене указанныхь выше общихь замечаний. 

НижеелВдующая метода болфе удобна въ практическомь от- 
нонтени. 

Напосавъ предложенное уравнене въ ‘вид: 

г 


эт -- сова == 


в положив: 
й 
= ©) 
легко приведемь уравнене къ виду: 
эве--ф==-2 сов. (2) 


Вычисляемь сперва число ф по формулв (1) я, пелфдь за. 
симтъ, по формулв (2) число #--Ф и, сяфдовательно, 2. 

; Изсяздованте. — Необходимо, чтобы модуль значешя для 
;ш(=-- $), даваемато формулою (2), ке превышаль 1. Должны, 
слфдовательно, имЪть: 


с 2 
[2 воз | ==1, или, равносильно? сор 1. 


— 819 — 
Выражая совр въ 187% и подставляя, вмфсто 429, число -., 
легко приведемъ предыдущее услове въ таковому! 
ее. 


Ръшвнте. — Находимъ число а, синусъ. коего быль бы та- 
ховъ: 


па ==-© 005. 


Число это можеть быть вычислено при помощи таблицъ. Вы- 
ЗисливъЪ его, получимъ: 


— Пет, 


откуда 


([— ра-няя — о. 


Предстазивъ эху формулу въ двухъ видахъ: 


= 9к --(@— 6), ак (к —@— $), 


получимь р®ёшеня въ тЪхь же формахь, въ какихь имфли ихь 
при предыдущихь методахъ. 


Птпи»ъру.—Хребустся рьйииь уравнене: 


уз. 
Р] 


эп -- 085 == 


Сл5дуя четвертой метолф, положим: 


= 
откуда +=. 


Уравленше (2) дасть: 


. = 
вы {2-- т ) 


& Потому & — 
потом 6 


=== 


281. Геометрическое иехолковыйе предыдущаго уравнешя. — Раз- 
смотри кругь, уравневе когораго; отпесенное къ цептру, татово: 


ау 


ъ 


— 320 — 


п прямую, уравиене которой есть 


а . 

Длн того, чгобы найти точки перебьчешя прамой п круго, если ов? су- 
ществують, достаточно рфинть снотему, образованпую хвумя предылужния 
уравненязит. Но можно посхуппть тали: обозначим» буквою @ углы, половл- 
тельные паи отрицательные, составляемые съ оеью ОХ радуевуи, проходя- 
шлии черезъ точки пересфченя; координаты нскомыхь тотевь 2 пересфченя 
будуть таковы: 


= 0054,  У-9и$; 


овЪ удовзотворяють первому уравнению и должны удовлетворять второму, ко- 
торое преобразускоя въ ташовое: 


азнуф -- 2605ф ==. 
Уравнен!е это и есь разсмотрВнное уравнеюе 
азшя 56054 =, 
только въ нем бувза = замбнена, буквою $. 
Итакь рёшены этого ураввевя суть ве 910 иное, навъ углы, образуе- 


мые съ осью #-овъ рамфусазит, проходящими черезъ точки первефчев!я дачнаго 
пруга съ давною прямою, 


298. Задача. — Рышить уравнене: 
ава еоЩх= с. (0) 
Выражая сок въ 1д, получим: 


(2) 


ат оше-рь 


уравневше второй степени въ 1х. 

Изсивдованив.— Для того, чтобы уравневе (1) имфло рёше- 
|я, необходимо и достаточно, чтобы уравнеше (2) въ вх имфло 
корни, т/е. чтобы 


й— 460. (8) 


Решение. —_ Еели услов (3) выполнено, то для шх понучимъ 
два значен:я: 


ув, 


28 


в 


Вычнеливь, при помощи таблицъ, два числа я пВ, тангенеы 
коихь быши бы таковы: 


+Ие—а —Ия— 4% 
ее ру, в 


получим для х едфдуюцйя значеня: 


Чхгобы едфлать формулы (1) логарнемичесвлуяи, досталочно поступить 
закъ, кадъ постунали въ перзой застк этого курса при рзыенит общего урев- 
невя второй степеви (107). 


299. Задача. —Рьшить уравнене: 
за -- 0085 == 28156082. (0 
Возвышая 06$ части уравнешя въ квадрахъ, получамъ: 
эшя- с08х -- 251115608 == 48107560824. 
Принимая во внинаее, что 
эния-Ё сов =1, — 951609. = 59а, 


преобразуемъ уравнене въ таковое: 


ВИ — пе — 1 


предоставляющее квадратное уравнене въ эт. 
Ивзолъдовавте.—Оло ‘имфеть вещественные корни, ибо по- 
слёднй членъ отрицелельный. Корни имють противоположные 
знаки, ибо произведен!е ихъ отридалельно, причемъ модуль одного’ 
корня >1, а модуль другого < №, ибо произведее ихь равно —1, 
причемъ сумма неравна 0. Принимая во внямаше, что сумма кор- 
вей есть положительное число, равное 1, закмючаемь, что модуль 
положнтельнато корня болёе модуля отрицательнаго, т.е. онъ > 1, 
и, слёдовалельно, не можеть быть принять, ибо долженъ предета- 
влять одно изъ значенйй зшЯх, которое не можеть быть >> 1. 
Итаюь, должно раземотрёть только отрицательный корень. 


Рьшен!Е.—Этотъ отрицательный корень есть: 


— 322 — 


Обозкачивь черезъ 2а число, заключенное между — 5 и 0, си- 
нуеъ коего равенъ ЕУБ, получимь 
Э4=(—1)". За-- ит, 
откуда 
ав. (3) 


гд$ а закрочено между — т чо. 


Не должно думать однако, что всё эти х непремфнно удо- 
злетворяютъ предломенному уравненио: оно возвышалось въ квад- 
рать, и, олфдовательно, могли быть введены носторонея рёшев!я. 

Замётивъ, что. уравнеше`(2) получается отъ возвышея въ 
квадрать и уравнен!я: 


зпа -|- 6085 = — 291276082, (1) 


и принявъ во внимаше; что правыя часты уравнений (1) и (Г) 
суть соотвбтетвенно 512; и — 512, причемь зах << 0, домины 
зыбрать изъ формулы (3) тЬ значен!я для х, которыя обращать 
лЬвую часть уравнешя (1) въ отрицательное число, т.-е. удовле- 
творяють неравенетву: 


этих -- с085 < 0, 


или равносильному неравенству (240): 
[ео (= — =} < 0. 
Подставивъ сюда, выфето х, ето значен!е (3), получиыъ: 
сов в. См] < 0. 4) 


1. Ель п == четнов = %%, то неравенсто это перепишется тикъ: 
. = 
{— 1} 008 [“-1] <0, 


что равносильно неравенству: 


[1 <6, 


ибо 0$ (- )> 0, такъ какъ 1 заключено между — 


у 


— $23 — 


Неравенство (5) будеть удовлетворено только тогда, котда 
% = ночетное == р-- 1. 

Итакъ, сели, вё формумь {3}, п= 9 (2р-- 1) =4р--9, то а 
/довлетворлеть уравнению (1). 

2. Если в — нечетное —9#-|-1, то неравенство (4} перепи- 
ется тан: 


о: (—— 
которое равносильно таковому: 
(10. (5) 


Неравенство это удовлетворено тогда, когда # = нечетное = 
= --1. 

Итакъ, если, вз формулть (3), в = (р 1} --1 =4р 3, то я 
удовлетворлеть уравнеше (1), 

Слдовательно, вов рёшеня уравнения (1) суть: 


а= (а вр) = ре, 
3 


рев. 


2—(— пи +3а -|- (4 


300. Особые пыемы при рёшени тригонометричеевихь 
уравнений. —Предыдупця задачи дають примЁры приложеня общей 
методы. Но уже при рёшени первой задачи быль данъ особый и 
боле простой премъ. 

:Олфдующая задала даеть новый примфръ особато према. 

Задача. Решить уравненю: 


ЗШрх ==8Н1 0%, [25 


10% рн деуть данныя числа. 

Уравнев!е (1) говорить, что числа: уф и 42 должны имфть 
одинъ и тоть же синусъ; сяфдовательно, они связаны между с0- 
бою уравнешенъ: 


ра = (— Па ит, (2) 


тАВ и прозвольное плое: Сдфлавъ посяфдовачезьно »› четнымъ = 2 
и печетнымъ =2%-- 1, получимъ два уравнен!я; 


О-о ь (ое ® 


— 324 — 


Иволвдоваити. —1. Воли р 
шется такъ: 


4, то первое уравнея напи- 


оно возможно только при #==0 и тогда оно удовлетворено при 
веяколь ввачени х. Съ другой стороны, видим, что при предполо- 
жена; р-=0 уравнеше (1) обращается въ тождестно: 


ЗЕ ре, 


которому, слФдовательно, удовлетворяет ослкое значене #. 

2. Вели р==р— 4, то второе уравневе невозможно ви при 
какомь х, ибо, ни при какомъ илом №, число (2% №) не можеть 
быть равно нулю. 

Рьшение. Уравнен!я (2) даютъ рёшен!я: 


5) ‚= = 
ра’ ‚ Р-Я 


я 


ЗАМЪЯАНТЕ 1. — Такимь же шуемомь могуть быть рёшены 
уравненя; 


возрл — вов, {пре =, созух == Мпа. 


ЗаАМаЧАНТЕ 2. — Если ри @ суть числа патуральныя, то можно прило- 
жить общую методу, выражая 511(72) и с03(42) въ и и ириведя, слдова- 
тельно, ураваене къ олгебрапческому уравневио отиовительно $102. 

Это уравнене въ знья будеть достаточио сложное. Принимая, однако, 
во внпыан!е, что корни его спредЗлены заравфе изложентото методою, при- 
демъ. къ интересным результатам. Разсмотрият, изириифрь, уравнене: 


зрбх- ах. (1 
Выражая 918% и 35а въ Упал (283), нолучим уравнене: 


за [169 — бзиа-- 2] = 


воторое распадается на два: 
® вп ==0, 16яй8а — 165ий# 8—0. 8) 


СЪ другой стороны, пзложевная метода лаеть ве уменя ураваевя (1): 


Первая труппа соотв тствуеть уравненно (2), вторая групра — урав- 
пению (3). 


Итакь, назвав зша==я, получи, что бихвадраниюе уравнение: 


16—16 4+2=0 


иметь четыре ризцена: 


в. =яи РЕ 


8 


8 1 Сиетемы тригонометричеекнхь уразвен!й. 


301. Общая метода рьшены.-— Если уравненя. составляющя 
снотему, содержать только тригонометричесвю элементы неизвфет- 
ныхъ чисель, но не самыя числа, или тригонометрическю элементы 
слореньито чиселъ, составленныхъ изъ неизвфотныхъ, апр, ви (х-- у), 


п (+3) ит.д, то къ системв этой, для ея рёшеня, можно 


прныфнить, безъ изыфнен, указанные выше обе сповобы (295). 
Такъ, напр., если система двухъ уравнен!й содержитъ тригоно- 
метрические элементы двухъ неизвфотныхь чисель; хиу „ то можемъ. 


выразить эти элементы въ «= н 8: к получимъ систему алге- 


браичеекихь уравненй съ двумя нелевфстными; аа и и. 
Н®которыя системы, не имфолця, на первый взглядъ, ука- 
ваннаго сейчась вида, могуть быть приводамы къ нему при помощи 
простыхъ преобразован. Такъ, напр. если система содержать 
в05(#--у), то можемъ замфнить этоть элементъ формулою: 


совхсову — зтазшу 


съ дзлью ОТАВНИтЬ тригонометричесве элемевты чисель хи у. 
302. Задача. —РЕшить систену двухъ уравнений: 


@ [а 2-6 щу=о, 
] а, воз -- В. ео у 


ЗВводя вепомогательныя неизвфетныя: 
Х=» У=зу 
преобразуемь систему. въ таковую; 
| ХУ 6; 


б 


(2) |= 
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Выводя изъ перваго уравневя: 


ах 


(3) х=2— 
и подетавляя во второе, получимъ: 
{4) ас, Х?-- 0, — ва, — в) ХР ае==0. 


Изельдованте.— Для того, чтобы система (1) имфла уёшевя, 
необходимо и достаточно, чтобы уравнене (4) имфло тавовыя, т.-е, 
чтобы 


(5, — аа, — сс* — Чал, ве, 20, 


илв 


{5) паг ИВ ос? — 25,06, — 2евав, — Зав. ВВ, == 0. 


Если это услоше выполнено, то уравнеше (4) инфетъь два 
рёшешя: Х, и Х,, копы соотвётотвують вначеня: У, и У,, по- 
лучаемыя для У по формуль (3). Рашешя системы (1) получимъ, 
составляя системы изъ значенй для г пу, удовлетворяющихь той 
пли другой изъ двухъ систем: 


303. Занчаню. — Предыдущая метода, хотя и приложимая, 
10 своему аеноватию, ко всякой систем, содержащей только отдф- 
ленные тригонометрическе элементы чисел, приводить часто къ 
исчнслещямь очень труднымъ п иногда непреодолимымъ. 

Должно тогда стараться преобразовать сислему въ боле удоб- 
ную форму. Преобразоване это, вообще, представляеть чисто искус- 
ственный нремь, и нельзя указать общато правила дня подобных 
преобразовае!й. 

Дадимъ примфръ. 

ЗАДАЧА. — Ремиить систему: 


481=%Х,, 
у=У,. 


605% {+ с08у== 
о и 
эра ву =, _ 


Если приложим къ этой сиетем указанную выше методу, 
взявъ, напр, за вопомогательныя неизвзетныя в и =. 10 


придемъ къ двумъ очень еложнымь системамъ, рышене коихъ за- 
вясить отъ рфшеюя уравневйя 4-й степени. 
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Но воть какимъ образомъ можно поступить, 
Нависавъ систему въ вид: 


раздёнимь ея уравнешя по частяхгь и получимъ. 


® 2+8. 


Уравнеше это даетъ: ЮУ. Зная #+У, найдемь, при по- 


2 2 
мощи одного изъ уравнеей системы (2), ЗБудемъ имВтЬ, 
напримфръ, 
(4) 


Изолздованти. — Значен!е (3) для ШР можеть быть 
принято веегда. Для того, чтобы значеве с, даваемое фор- 


мулою (4), могло быть принято, необходимо и достаточно, чтобы 


бя 
до 


Услове это преобравовываетея, при помощи уравневйя (3), 
ВЪ таКово6: 


2. 2 
5 И 1. 
Рьшен!з. — Положимь, что услове (5) выполнено... Назвавъ 
буквою « число, тантенеь котораго быль бы равенъ $, получимь 


ати 
я 


для 


на основания уравненя (3), формулу: 


© ° 28 а. 
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Уравнене (+) даеть: 


ву _^ а _ а =(— 1.8 


50а оз | РР А ‘беса, ' 


Назвавъ буквою 3 число, косинусьъ ‘котораго быль бы ра- 


[2 
— ол : 
Венъ усе › ПОЛУЧИМ 


отеюда, 


47) 


Равенотва (6) п (7) дають: 


= Зы 
|= — 2=й = а, 


или, такъ какъ й и К пронзвольныя пфлыя, 


ТАБ р и 4 произвольныя ифлыя, причемъ верхве (ниле!е) знаки 
при В еоотвтетвують. , 

304. Случаи, хотда сами пепзаЖетныя входять въ урав“ 
нен!я,—Нельзя указать. общей методы рЬшеня, если неизвфетныя 
зходять въ уравнешя не только подъ знаками уригонометрическихь 
фунюй, но и алгебраически. 

Наиболве вотрёчаюлийся случай, особенно при рёшенш тре- 
утольннкове, когда требуетея сычиолить два числа по данной сумать 
или разности изв и то данному соотношение мезеду туипонометри- 
чески эзлемемтали этижь чибель: 

Положимь, ‘нашр. что иввфотна сумма двухъ неизафотныхь 
чисель; 


х-у=а. 


Посхараемоя вычислить х— у или Полагая: 
&—у= 
найдены: 
в 


Внося эти значеня въ данное тритонометрическое соотно- 
пен!е, будемъ ныть уравнен!е съ однимъ неизввотныйгь 2. 

Если дана разность 2--у, то вычисляемь #--у==2. 

Дадимьъ два примфра’ этого типа. 


305. Задача. Решить систему: 


&у=а, 
а} зрх 
{ у 2’ 
Вычислимъ . Второе уравнене даетъ: 
®-—р 
тж ? 
или (242) 


(2) 


Такъ какъ тангенсь можеть принимать всевозможныя зна- 
ченя, то система имфеть рьшеня. Назвавт буквото я какое-нибудь 
число, для котораго 


получим: 
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Веф рёшеня системы (2) суть: 
| =о фа, 


|9 У ы, 


тдВ произвольное цлое. 


306. Задача. — РЬшить систему: 
! #—у=а: 
о ИУ, 
| 6088. 5037 =. 


Вычислимъ #--у. Принимая во внимане, что {239) 
082. 008 у == т (ове у-Н сов — у), 


и принимая во внимаше первое уравнене системы (1), перелишемь 
эторое уравнене ея такъ: 


{2) 608(# у) == 26 — вова. 


Изольдованти. Для того, чтобы система (1) была возможна, 
необходимо, чтобы 


— 1 == с08(&-Н дж ‘что равносильно с03*(»--у) ==}. 


Неравенство это, на основан уравнен!я (2), даегь услоше воз- 
можности: 


(3) {25 — в05)* == 1. 


Если услове (3) выполнено, то уравнеше (2) даеть для (2-9) 
значеня, заключенныя въ формул: 
`ж-ру та. 


Итак, получаемъ: 
аа 
| га и, 
а 


| у ее, 


тдв К произвольное пёлое, причемъ зерхи!е (нижн!е) знаки при & 
соотвфтетвуютъ. 
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ГЛАВА \1. 


Тригоиомехрическ!е элементы дуть и угловъ. 


$3 т. Дуги. 


307, Обобщеню лонятя о дуг окружиоети круга. — Раз- 
смотримъ кругъ произволыкио ращуса и возьмемь на окружности 
этого круга двф точки Ди В (черт. 39). 


Черт. 39. 


5 


Дугою окружности, илиьющею начало в5 почкь 4 в нонецъ в 
точкь В, называетея путь, который отишете точка, двнжущаяся 
по опружностиь въ одну сторону, 5 пу или друцую, высодя изо точен 
А в останавливаясь въ точить В. 

Нуть этоть можеть состоять или только изъ одной геометри- 
ческой дуги АВ '), или изъ ифеколькихь окружностей п теометри- 
ческой дуги АВ. Такимъ путемъ будетъ, напримфръ, путь, опиеы- 
заемый концом часовой или минутной стрёлки, 

Длиною дузи называется сумме ДЛИНЪ: зеометрической дуйь 
онрусностей, опивииныхь двиоюущеюся точкою. 

Если даны: начало дуги, ея длина и направлене движешя 
точки, описывающей эту дугу, то дуга опредёлена, и, слфдова- 
тельно, опредвлен ея конецт. 

Обратное предложене было бы несправедливо. 

Й въ самомъ дфиБ, данному концу соотвтятотвуеть двойное 
безнонечио большае чнело дузё: однЪ изъ этихъ дугь образованы хео- 
метрическою дугою АВ и произвольнымь числомъ окружностей, 


2) Гаомепирическою клою АВ называется часть окружности, ограиичеи- 
вал точномя А и В, 


КУРСЬ ТРИГОБОМЕТРИЕ, 22 
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описанныхь въ направлены, указанномъ отр®лкою; друмя образо- 
ваны геометрическою дугою АВ и произвольнымь чисдомъ окруж- 
ностей, описанныхь въ противоположномь направлен, 

Дуги, описываемыя въ одномъ направлен, считаются по-- 
ложительными, въ проливоположномъ— отрицательными, 

Въ соотвфтотые съ втимъ опредвлешемъ та изъ двухъ гео- 
метрическихь духь АВ, которая описывалаеь бы движущеюся точ- 
точвою въ положительномь направленти, считается зололенлиельною 
теометрическою дугою, другая — отрицательною. 

Положительная тоометрическая дуга, ныБющая началомь точку. А 
и конпомъ точку В, называется соотетииственною веякой дуть, 
имвющей то же начало 4 и тоть ще конець В. 

Въ послёдующемь изложени будемъ принимать за направлена 
положительных дузз направаете, обратное ‘направлению движеная 
часовой етрлыки. 

Изъ установленнаго выше обобщеннаго понят!я о дуг окруж- 
ности рытеваеть, что абоолютная длина поремфнной дуги способна 
принимать всевозможныя значеня. 


308. Изиврен1е дуге. — Чиоломь, излеьряющима ду, назы- 
вается подожительное или отрипительное число, модуль которо 
излрлеть длину этой дум. Число это есть число положительное, 
если изитряемая дум полоэеительноя, и отрицательное, ‘соль ду 
отрицательная. 

Изъ этого опредвзеня и изъ понямя о дуг олфдуеть, что 
чело, измпряющее длину перомфнной души, пожжетз принимоить вся- 
хов значене, какъ половительное, тиисе и, отрицательное. 

ТФ. Раземотришь положительную дугу АВ, образованную ло- 
зожительною теометрическою думю АВ и я положительными 
окружностями, 

Возьмемъ` какую-нибудь единицу мфры и назовемъ числа, 
измфряющ]я длины: положительной геометрической дуги АВ и по- 
зожичельной окружности, соотвфтственно буквами: а, и С. 

По опредфлению, тисно а, измфряющее дуту АВ, будеть тэ- 
ково: 


аа, | #0. @) 


2°. Равсмотринъ отриениельную дугу АВ, образованную отри- 
цачельною геометрическою дугою АВ и я; отрицалельными онруж- 
ноетями. 

Назовемъ модули чисель, изибряющихь длины: отрицатель- 
ной геометрической дуги АВ и отрицательной окружноети, соот- 
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вЪфтотвенно буквами: В, и С. По опредёденшю, число, измёряющее 
дуёу АВ, будеть таково. 

— в -+»,0). (1) 


Нов, = - а, 1); словательно, тисло (1/) преобразовывается 
зв® такое: 


а. 


‚Роба, 6, °® 


тТдВ п воть отрицательное пфное число, равное — (и, -- 1). 
Формулы (1) и (2) говорять: 
Число, цалирлющее дузу АВ, выразвается формулою: 


в=а в, [38] 


29» а, веть золовентельное” число, изляьрлющее всоотвпаиствениую 
звометримескую ду, и 1дъ т воть иълое” чиоло: полообителитое, 
если дум АВ полоокительная; отрицательное, вали дуа АВ отри- 
цателуная; равное нумо, если дум А.В ‘полоеительная чвометриче- 
скал ду. - 

Замфтимъ, что вмфото числа а, можно взвть число а,, измЪ- 
ряющее иную ии веть изъ дурь, АыЮЩихь дачало въ точЕВ 4 и 
конець въ точиф 2. 

И въ еамомь ДБ число а, имфеть, но докаванному, 
форму [38], т-е. форму: 


[2 


=, рб, 


е] 
уд% р есть нёкоторое пфлое. 

Вновя въ выражене ддя о, выЁсто е,, равное ему число 
(&, —р0), дадимь числу в слёдующий видъ: 


аа, -- в—2)0; 


видь этотъ имфетъ форму, одиваковую въ формою [38], но ТОЛЬКО <. 
замЪнилось =, и дёлое число и цбльшъ чиеломъ (в — р). 

Обратно, если числа Вов а, изитряющил дет душ, освлзаны во- 
отиошенаема: 


=«-46, 


зд 4 мелое число, то душ эти, будучи отневемы кз одному и 
зпому же началу, зат одина и. тот ке конец. 
И въ семомъ дёлЬ, раземотримъ разность: 


&— р10. 


1) Ибо суныа длянъ двухь геометризескихь дурь АВ равна дяни» 
окружности. 


22* 
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Мовно найти такое цфлое зналене для р., пиры которомъ-эта 
разность предотавить полодешиельное число а, меницее С, Итакъ, 
при нфкохоромъ пфломъ у, будемь имЪть: 


#—р.0=а,, ТДВ 0=4< 0, 


откуда 


+, +06. 


Равенства, эти и доказывають предпожен!е, 

И въ самомъ дЬл: 

1°. Воли числе а и В суть числа подожительныя, то и дуги, 
имя измыёряеныя, суть дуги положительныя, причемъ каждая изъ 
никъ образована одною и тою же положительною геометрическою 
Дутов, измфряемою числомь а, и нфоколькими окрунностями; 
сяфдовательно, обф онф, будучи отиесены кз одному и зтому эе 
началу, имьють одинь и зпотз св конец, что и требовалось до- 
назать. 

20. Вели числа а и В суть числа отридательныя, то и дуги, 
ими измфряемыя, суть дуги отрицалельныя. Предотавивъ числа 
аи В въ вид; 


в (а) 106, В=Ь— (0—а,) Р(м Еч-- 106 


увидимъ, что каждая изъ дугь ‘образована, одною н тою же отри- 
пательною теометрическо дугою, абболютное значее которой из- 
м8ряетоя числомъь О— в, и нёсколькими отрицательными овруж- 
постями; слфдовательно, об он, будучи отиесены 5 одному и 
этому сё началу, згмтяоть одина в поть ие хонеца, что и требова- 
лось доназать. 

3°. ели одно изъ чиселъ: а и В, напр. о, есть чисно поло- 
жительное, з другое— отрицательное, то дуга, измёряемая чиоломъ а, 
есть положительная дута, обравованкая геометрическою дугою, 
иямфрявмою чнсломъ ©, и нфеколькими овкружностями; дуга же, 
изнфряемая числонъ 8, есть отрицательная дуга, образованная отри- 
.‚цатольною геомехрическою дугою, абсолютное значен!е которой 
‘изыфряется числом ОС— а,, и иБеколькими отрицательными окруд- 
ностями; но геометричееюя дуги: положительная, измёряемая чи- 
СломЪ а,, и отрицательная, абсолютное значете которой нзыЁ- 
ряется числомъ С—,, имфють, при одномь и томъ ще начал, 
одинъ м тожь же коиещь; слёдовательно, разсматриваемыя дуги, 
будучи отнеевии из одному # тому 20е номалу, илтыоть одинь и 
зиоть зов конеца, что и требовалось доназать. 


‚2,6 и, сифдовательно, В= 
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309. Равныя дуки. — Нолодбительныл (отрицателиныл) ду 
хазываютея равпыми, если озть образованы равными половитель- 
мыли (отрицетельнылиг) звометричевкими думьии и одинаковымь 
числом полодеительныее (отрицательныхь) окружностей. 

Отсюда слБдуеть 

1°. Числа, измыВряющя равныя дуги, при одной и той же 
вдиниц® мёры, равиы. 

25. Равныя дуги имфють, при одномъ и томъ же напаль, 
одикь п тоть же конецъ. 

310. бушла дугв.-- Оужмою двузз дула, нампрявмьца, при одной 
& той эюа едиищить мации, числами х и В, называетол дуза, измтряе- 
мал чисяомь «В. 

Пусть изчало и конець дуги, изыёряемой числомъ а, суть 
точки Аи В, и начало и конепь дуги, изифряемой числомъ В, 
суть точки Ки Г (черту. 40), ‘ ` 


Черт. 40. 


К: 


Назовемъ числа, измфрающия положительныя геометричеея 
дуги: АВ и КГ, соотвфтотвенно буквами: а, и В,. ИмЪли (308): 


=а,-+20,° = а, 


хдф С есть число, изифряющее окружность, и р и 4 суть нёкото- 
рыя цфлыя числа. Отеюда: 


о-в = (а, ВОН (е-- 00 


Равенство это показываеть (308), что дуги, изифряемыя чи- 
елами: (&-|- В) и (®, -{- В) имотЪ, при одномё 4 томв 206 начат, 
одинъ в тоть же конець. Но очевидно, что число (в, -|-В,) изм$- 
рнеть духу, равную сумму полоонлипельныхь звометиическицев дуть: 
АВ в ЕГ; конешь этой дуги, если за ея начало возьмезгь точех А, 
опредёлитея такимъ образомъ: оть точки В откладываемъ положи- 
тельную геометрическую дугу ВГ,, равную дуг ЕГ; точка № и 
есть комедь этой дуги. Эта. точка будеть, ольдовательно, хонцоме 
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души, равной сумлиь данмькть дуть, сели за начало этой душу’ возьмем, 
начало дуи АВ. 

311. Разность дугь.— Разиостью двуть дут, . иамрлемьиа, 
эить одной в зпой же одимиь мыры, чиолами в и В, навывается 
дум, равная сумм. дуть, азтряемыеь числами а И — В, ж.-е: ду, 
змтрлемал чиоломг в — В. 

Сохранивъ обозначешя предыдущато я’, получимь: 


а— Вата, — В, --(ф— 910 
или 


а — В [а, --(0— В] --ф—а— 06. 


Разсужденя, подобныя разоужденямь вредыдующато 9, нока- 
жуть, что коиець дуги, изм®ряемой числомт («— В), есхи за ея 
начало возьмемь точку А, овредёлитея тань: оть точки В отила- 
дываенъ геометрическую дугу, равную дуг, изыфряемой числомъ 
(—В,, т-е. равную геометрической положительной дуг, имфющей 
началомъ точку Г и концомъ точку К. Конецщь К, этой дути и 

 предотавить искомый конець. 


8 3. Накоторыя теоремы о дугахъ, имёющихь общее налало. 


312. Теорема 1.—1. Если разность двуха душ, илимощиаь общее 
начало, равиа цфлону чиелу опрумностей, зто конуы отита дузь 
совпадюте. ‘ 

25. Обратно, если хониы двуте дут, изммощить общее начало, 
совпадалзиь, то разность этихе ду равно цфлону числу онрун- 
востей, 

1°, Обозначивъ числа, изыёряющя данных дуги, бувами & 
и В, ло условцо получимъ: 


«—р=20;, гдБ В дблое чиело; 


откуда, принимая во вниман!е, 970 «== 


.--26, найдемъ: 
Ва #0-=а, + (р-- 06. 


Видим, что дуги ай 8 имвютъ одваъ и тоть коненъ, оди- 
нвозый еъ концомъ дут а, 
Обратно, положимъ, что концы М и М, данныхь дугь, 
ть общее начало А, совпадають. Геометричесвя положи- 
тельныя дуги АМ и АМ, евязаны соочиошенемт: 


АМ=АМ,; 
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слВловательно, 
&=АМ--рб, В=АМ- 90; 
откуда: 
«—В= р-—9)0=10, тДБ й цфлое, 


что и требовалось доназать. 

313. Теорема 2, — №. Дель сумна деуть дузь, знмтьющиь . общее 
зелеыю, равна ифлону ‘числу окружностей, по кониы этике душ 
расположены симметрично относительно Фаметра, прогодящито через 
общее начало эти ‘ду. 

2°. Обратно, если концы деуже душ, илимоиииеь общее немало, 
расположены симметрично отностииелуно `дбаметра, прохоблщоало че- 
‚резз это начало, то вунна этиль дуть равна ифлому числу. окрун- 
ностей. 

Т. Сохранивъ предыдунця’ обозначеня, по условно получимъ: 


а--В=0, тд в цфхое чиоло; 
откуда: 
8=—а-- ВС, 
и, слфховательно, 
Ва, — ро в0= (Оф) Е ®—р— 10. 


Концы дугь я в 8 совпадають, прн одномъ и томь же на- 
зал, соотвтетвенно съ концами сзвометричесниеь ‘дугь в, и 
(0—«;). Но ясно, что чи послёдие концы расположены вимие- 
тричио относительно даметра, проходяаго черезъ начало. 


Черт. 41. 


2°. Обратно, положимъ, что концы Ми М, данныхь дугь, 
имфющихь общее начало А, расположены симметрично отноеи- 
тельно дамеётра Ад,, проходящаго черезъ начало А (черт, 41), 
Геометричеся подожительныя дуги АМ и АМ, связаны соот- 
иошешемтъ: . 
АМ, =С-— дм; 
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слфдовательно, 
а=АМ-р0,  В=(0— ам) 90, 


откуда: 
ар = @--а-+06=и0, 
что и требовалось доказать. 

ЗМ. Противоиоложныя дути.—Двф дуги, сумма коихъ равна 
нулю, называются противоположными. ели эти дуги имвють 
общее начало, то для нихъ амфеть мфото предыдущая теорема. 

315. Теорежа 3.1. Воли сумма двутё ду, извмощихь общее 
начало, равна нечетному числу полуонружностей, то концы этиьхь дузь 
распололеены симиетрично относшиельно Фаметра, перпендикулярно 
кв Яометру, прожодящему черезь общее начало элите дул, 

2. Обратно, есль концы двухе дуб, изтиощике общее начало, 
„расположены симнетрично отностилельно Фаметра, пертендикулярноло 
5 Оалетру, проходящему нерезз это начало, зпо сумма этиитв дуь 
равна нечетному числу полуонружностей, 

®. Сохранивъ предыдунйя обозначеня, по условио получимъ: 


+0, ТАВ А илов; 


[2 
ав = 
откуда: 
[2 
Вов 
и, слЪдовательно, 


В=40 2 д, — РП 


С 
р 


ве 
Формука. эта можеть быть иредотавлена въ двухъ видахъ: 


в= ($) #56, дия ‚= 0, 


= (© -®-%+100, я > 5, 


ТВ дуга (9—«)) въ первомъ случав и дуга [9—5 +2] во вто- 


ромъ--суть положительныя геометричесяя дуги. 
Концы разсматриваемыхь дугъ хи 8 совпадаютъ, при одном 
и томъ же началь, соотвфтетвенно съ концами геометрических ъ 


дуры с, и О а › ТАБ а =0, и съ концами теометричеснихь 
ти 5 й 1 


дугь: а, и [©—+3], тдё 9, >5. 
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Но ясно, что коне одной изъ дугъ: ба и Г (—в)-1 
р ит 


+5 той и другой, и конець дуги я, расположены, при одномъ 


и Томь же начал, симметрично относительно Деметра, перпенди- 
кулярнаго къ Даметру, проходящему черезъ общее начало, 


2‘. Обратно, положимъ, что концы Ми М, данныхъ дугь, 


имюцуихъ общее начало 4, расположены симметрично относительно 
даметра ВВ,, перпендикулярнато къ даметру АА,, проходящему 


черезь это начало (черт, 42). 


Черт. 49. 


Геометричесяя положительных дуги АМ и АМ, связаны 


зоотношешенмь: 


дм, =9-— АМ, дя дм <, 
с с 
АМ, =@— ам) 0, дя дм С. 


Слфдовательно, соотвЪтотвенно, 


а=Ам+0  8=(9— АМ) 46, 


а=ам--р0  в=(0-- АМ) +946 


откуда, соотвтечвенно, 


в (0-00 б-р = --1) 9, 


а -а-- О-о =(+09, 


что и требовалось доназать. 


—- 340 — 


316. Пополиихельныя дуги.—Двф дуги, сумма коихъ равна 
полуокружноетн, вазываются пополиинельными. сии эти дуги 
иыютъ общее начало, то для нихъ пыфетъ мфото предыдущая 
еореага.. 

317. Леорема 4.— 10. Роли разность двуть дуза, илвьющиз» общее 
начало, равиа нечетному числу полуонружностей, зо конмы отить 
дуё драметрально проззивополонены, 

2. Обратно, сел! кониы вуза дуб, нлнъющихь общее начало, 
дламетрально противополомены, зпо разность этиюз душ равна нечет» 
ному числу нолуокруленостей, 

1°. Сохранивъ предыдупия обозначевя, по уеловио получниь: 


(2% -- 1) Сео 3, тд% 4 цВное; 


откуда: 


, 
ВВ, 


и, сявховательно, 


Формула эта мощеть быть представлена въ двухе видахь: 


р С [2 
в=(»,-—5) 0—0, мяч, 


в= (+5) + #-—№—100, дне < 5, 


р 
ромь— Суть положительный геометричесвия дуги, 
Концы разоматриваемыхь дугь: а и В совнадмоть, при 
одномъ и томъ же началь, соотвВтетвенно съ концами геометриче- 


дБ дуга, (.—3) въ первомъ случаВ п дуга ( 


[6 
скихь дугЬ: а, и «, —-5 вЪ первомъ случа и съ концами геоме- 


0 
зрическихь дугь: и, из, -|- 5 во второмь, Но ясно, что конець 


одной изъ дуг (5) и (+9), той и другой, и конець 


дуги а., при одном и томъ же началф, аметрально противоположны. 

2°. Обратно, положлыь, что концы М и М, данныхь, дугь, 
имфющихь общее начало. 4, меметрально противоположны, т.-е. 
суть концы Одного и того же Даметра ММ, (черт. 43). 
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ТГеометричесяя положительныя дуги АМ и АМ, связаны 
воотношещемт: 


АМ. =ам—б, ая АМ=5, 


и 


Слдовательно, соотвётетвенно, 


=4м+ 0  В=АМ 


#=АМ-- рб, 8=им- 


откуда, соотвЪтотвенио, 


г = 00+ = -— +09 =0+-1$, 


яв 96— бр —10 9015, 


что и требовалось доназать. 

318. Теорема 5.—1°. Есль сумма двужо дузв, илньющиев общее 
начало, равна нечетному числу (24-- 1) нвадрантовъ, по концы этить 
диз расположены симивтрична относительно биссектрисы первало и 
трельло хвадралитовь, @вли 4 четное, и относительно биссентрисы 
второю и четверо ивадрантловз, воли 4 нечетиое. 

2°. Обратно, сумме Одвухь дут, имплющихе общее начало, равна 
нечетному числу (24--1} нвадрантовъ, з0% 9 четное нмме печетное, 
вмотфя по тому, расположены ли комы этихз дут симметрично 
относительно бивсентривы первало и третью хвадрантовь Ел 
взпорого в четаертиио хвадрентове. 
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Т, Сохраниюъ предыдупия обозваченя, по условию получим: 


а = 9-1), 


уд 9 пфлое. 
Во-первыхь, если д четиюе ==9%, гд8 & ц®лое, то 
[2 
8105, 
откуда: 
ыН 
В=10 Ру 9, 


и, сдбдовательно, 


[2 с 
0-9 вов -+@—96. 
Формула эта можеть быть предотавлена въ двухь видах: 


с . С 
в ($—«) + @-— в)0, Дия в, =, 


[6 
в [(0—=)-+9]-+®-2-—100, для, 


[2 
тд дуга (1—=,) въ первомъ случа и дуга [(@—-ю0+] во 
зторомъ— суть похошительныя геометричесвя дуги. 
Концы разсматриваемыхь дугь а и В совпадають, при одномь 
д томъ ме началь, соотвЪтетвенно съ концами геометрическихь 


[2 
дуть в, и 1 — ©, въ первомъ случа и съ концами геометрическихь 


- 
дугы а; и [«— +] во второмъ. Но ясно, что конець одной 
изъ дугы (=) и [©- «0-9 | лов и друтой, и ковещь дугие,, 
при одномъ и томъ же качаль, расположены симметрично относи- 


тельно биссектрисы перватго и третьяго квадрантовъ. | 
Во-вторыхъ, евли 4 иечетное —2%-- 1, гдё й цфлое, то 


а 8==80-- 0, 


откуда 


ВО о 0= 0-4 @-—5)6. 
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Формула эта можетъ быть представлена въ двухъ видахь: 


2=(20—«)--®—2)0, дя че, 


в [(@—*)-+30]|--@-2-—10, для в,>40 


ТАБ дута (= в— а.) въ первомъ случаз и дуга (6—1) 36] 
30 второмъ суть положительныя геометричесвя дуги. 

Концы разематриваемыхь дугф а и В совпадать, при одномгъ 
и зомъ же начала, соотвзтетвенно съ концами геометрическихъ 


дуг: а, И | 6—а,) въ первомъ случав и съ концами теометри- 
зеекихь дугь: а, и ((—ер-+з 6] во второмъ. Но яено, что по- 


лепь одной изъ дуге: | б-а) и [(©—5-+35], той н дру- 
той, и конецт дуги а,, ири одномь и том же иачаль, раеположены 
симметрично относительно биссектрисы второго и четвертаго ква- 
дрантовъ, 
2°. Обратно: Во-первых, положим, чзо концы Ми М, дан- . 

ныхь дугь, имфющихь общее начало АД, расположены симметрично 
относительно биссектрисы РО перваго и ретьятго квадрантов 
(черт. 44). 


Черт. 44. 


Геометричесыя положительныя дуги А/М и АМ, связавы 
соотнопешемть: 


дм, =9° АМ, для АМ-= С, 


— С“ [# 
АМ, —(6—АМ)-- 5, для АМ>т 
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СОлфдовательно, соотвётетвенно, 


«=ам-Еьо, в=(2— дм) че, 


= ам--ьб, в=[-ам- ас; 


откуда, соотвтетвенно, 


ав фа 00-9 = [чека] “= 4-05, 
и 


ав == (Фа 10С- 


[Н 
4 


о 


оао = +05, 


что и требовалось доназать. 

Во-вторыхь, положить, что концы Мия М, данныхь дугъ, 
имфщихь общее начало 4, расположены симметрично относи- 
тельно биссектрисы РО второго и четвертаго ивадрантовъ (черт. 45). 


Четр. 45. 


Теометричесвя положительныя дуги АМ и АМ, связаны 
зоотношенемъ; 


АМ = О-АМ, я АМ 0, 


я 
АМ, = ©-—4М)-|1 0, дав дм 0 
Слвловательно, воотвЪтетвенно; 
а=АМ--0, Вы (3 с—ам)-+9с, 
и 


а==АМ--р0  в=[(6-- Ам) 8.6] 446 
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откуда, соотвЪтетвенно, 


авики ом НЯ 35, 


и 


ово = НФ -а+0- 9 =4--36, 


что и требовалось доназать. 

319. Донолнительныя дуги.—Дв% дуги, сумма койхь равна 
четверти окружности, называются дополнительными. Если эти дуги 
имфютъ общее начало, хо, на основаши предыдущей теоремы, 
концы ихъ расположены симметрично относительно бисвектрисы 
перваго и третьяго квадрантовъ. 

320. Таблица. —_Предыдущйя хеоремыт очень важны. Обозна- 
чивъ числа, полученвыя оть измёрея, произвольною единице, 
какой ни есть дуги, имзющей. начало въ точкБ А и нонець въ 
точЕЁ М, и какой ни есть дуги, имощей начало въ мой же 


> 
зночкь А и комець въ точкВ №), соотвфтетвенно символами: АМ 


— 
и АМ,, а число, полученное оть изыёрешя окружности, тою же 
единицею, буквою 0, можеть выразить предыдуния теоремы: слЁ- 
дующими равенствами: 


—^ 
1°, Ели АМ — АМ, =%0, зно концы Ми М, совпа- 
, дають, и обратно. 
5. 75 : 
25. Если АМ-- АМ, =КС, но концы Ми М, располо- 


эвены виммепуичио отно- 
сительно баметра, проло- 
длещезо черезъ начало, и 
обратно. 


— 6 
3. Если 427 — АМ, = (9% |-1) 55, то концы Ми М, равполо- 
аювны вимметричив относи- 
тельно центра, и обратно, 
>, 7“ 
4. Ван 421 АМ, = 6-15, то концы Ми М, располо- 


эвены снмметауично отаюви- 
эпельно дзаметра, перпенди- 
зуллрноло ко баметру, ро- 
додящему через намало, и 
обратно. 
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5°. Еели дИ-Аи, = 1) 5, то концы № п М, располо- 


жены симметрично ознноеи- 
тельно биссаитрисы первало 
третья эвадрантовь, и 
обратно. 


5 ^^ с 
6°. Если АМ-- АМ, —= (4 -- 3) 1, то воины ЛГи ДИ, равполо- 


жены симметримно отноеи- 
зпельно биссектрисы второю 
и четвертияо квадратов, 
н обратно. 

` 


321. Единицы дугь. _Едниецалик для измёревйя дугь могуть 
служихь единицы, принятыя въ первой части этого курса (3, ч. Г) 
дяя измбрешя положительной геометрической дуги, а именно: 
дуа-‘радусь, душг-зрадь, дуа-чась и дуа-радание. 

322.. Тритононетрическая дуга. — Тригонометрическою дуло», 
соотвфтетвующею данной дузь, называется число, измърающее длиту 
дули поередетвомь дуиграйаиа. 

323. Соотношея между чиелами, измфриющими длину 
одной ин той же духи посредетвонъ различныхь  единЕцъ 
эжвры.— Вихёли, что число а, измфряющее длину дуги АВ произ- 
вольною единицею мёры, можетъ быть представлено въ вид: 


а=а, 


тд а, весть ‘число, изибряющее соотвфтетвенную положительную 
теометричеекую дугу; С’ есть чиело, изнфряющее длику положи- 
тельной окружности, и м есть цфлое число, независлиее отъ еди- 
эры мы. 

Назовемъ числа, измёриюнуя соотязтственную положительную 
теометрическую дугу, посредетвомь указванныхь выше единицъ, 
соотвЪтетвенно буквами: 4, В;, 6; И р, а чиола, измряюния 
самую дугу, соотв тотвенно буквами: , $, сир. ПШриняеъ во вни- 
мвие, что числа, изыфряюнуя длину окружности, соотвественно 
суть: 360, 400, Э4 и 2*к, получамъ;: 


&=а,--360.м, 6—0, --400%, в=е, 2, р==р-- тп. 


Но (4 чп 


елждовалельно, 


-@ 
180 


9.6. между числами, злтряюнщими дузу различными единицами 
эимим, существують чть оке соотношетя, каюл имтють мъето 
между числами, измпряющиле, зтломи ое одииицами млры, соотатят- 
ственную полозонтельную звометримескую дуцу. 


ПРимБРЫ, — ®, Если а 6517, то р=я. от = 
__ вате 
180 
2. Если о = — бт, то а==1800. М 22082'. 
32. Жели р==3.14, 0 а== 1807.84 1799 .... 


> 
324. Валевчиця.—Т. Если въ формулах (320) чиела: АМ и. 
у . 
АМ, означають тригонометричесяя дуги, то число С равно 2. 


> их 

2°. Юели въ этихъ формулахь числа; АМ и АМ, суть числа 
традусовъ, содержащихся въ соотвфтетвенныхь дугахъ, то чиело С 
равно 360. 


$ ПГ Утлы. 


325. Обобщене понятя объ углЪ, составляемомъ двуня 
золупражыми.— Разсмотримъ дв полупрямыя Оа и 0, пмфющя 
общую точку 0. Уломь, илимощимь начальною стороною золупря- 


Черт. 46. 


мую Оа в конечиою стороною полутолмую 0%, называется тоте 
угловой путь, который отлишета вращающаяся въ одну сторону, ту 
или друцую, около почки Ополупряликя, истодя из» половюеня Об, и 
остатавливаяоь в5 положети О (черт. 46). 

Примбруъ подобнаго движешя имфемъ въ движеши минутной 
и часолой стрфлки. 


МУЛСЪ ТРИГОНОМЕТИИ, 23 
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Утиы, описанные въ сторону, обратную. движенно часовой 
стоблки, будехь называть положителигями, а въ оторону движеня 
часовой стрёлки— опринательнылиь. 

Опишемъ изъ точкн О пронавольнымь радусомъ окружность и 
вазовемь точки пересёченя этой окружности съ полупрямыин 
Оз п 0 буквами Аи В. 

Въ то время, кавъ вращающаяся прямая будеть описывать 
уголь, точка А будеть описывать собтетылетвенную духу. Если 
утоль таковъ, что соотвФтетвенная ему дуга — зеометрииеекал, 
то оть называется эгомотрическиме угломъ. ели геометрическая 
дуга АВ, по своей длин, менфе нолуокружности, то введенное 
сейчась поняме о геометрическом угяё соввадаеть съ повяцемъ 
о теометричеекомъ угл, установленномъ въ геометрии; еели же 
теометрическая дуга АВ, по своей илин%, боле полуокрузжноети, 
чо теомстричесюй уголь соетоить изъ двухъ прямыхь угловъ и 
угла А,ОВ. 

Хоть уголь, который опишеть вранающаяся прямая, выходя 
изъ положеня Оа и останавливаясь въ положеви 0, можеть 
састоять или только изъ одного геометрическато угла, или изь 
этого угла и изеколькихь мюлныхе обращений, причемъ каждое изъ 
нихь будеть состоять изъ четырехъ прямыхь угловъ. Указанный 
теометрическй уголь называется геометрическимь утломъ, соот- 
вътетвениымь описанному углу. 

326. Изв реле угловь.— Чнеломь, измерлюниемь узола, назы- 
ваетел полоэюиливльное или отриценельное число, модуль которо 
фавень сумлмь саодующихь чисел: унсла, измпряющеао собзвузтетвен- 
эиый зеометрический уюль, и чнела, равна чиелу, которое измпрлеть 
полной уоль, умпожениоль; на учетверениое число полньиь образцение. 

Число это есть чиело положительное, евль излиурнемый узоль 
золоэюинельный, и отрицелтельное, если измиряемый толь отуина- 
зпельный. ` . 

Изъ сего опредфлешя вытекаеть, что числа, чзлтряющел уголь 
5 соотвттетвениую ему душу соотвтнотвениыми узловою в дуювою 
едниицалиь, равны между вобою. 

327. Сумна двухъ угловъ.— Суммою 0вухз умловь называется. 
узодь, поторый соотвптиливуеть сумлнь дуть, озтезмеионихь елачав- 
мыма умам. ` 

328. Углы пополинтельные и донолнительные, — Понодии- 
эпельными углами называются два угла, сумиа коихъ равна двумъ 
Прямьлеь угламъ. 

`Допомипиельнымии утлами назывеотся два угла, сумма коихъ 
равна прямому углу. 
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$ ТУ. Тригономотричесыю элементы дутъ. 


329. Синуеъ и косинусь дугси.—1°. Синусоме дум называетея 
полоаилельнов (отрицательное) число, модуль которо тпредета- 
звляета отпошеше, къ рабусу дупь длины перпендикуляра, отущен- 
назо изъ ноица душ на дбиметрь, проходяций через ся начало. Чиело 
зто пололентельное (отрицательное), сели комецз думе чахлойанся въ 
лервомь или втором Спрепивмь Е чеетверттомо) квадрантиит. 

2°, Ковинусомь дуть называетея положительное (отрицательное) 
число, модуль которазо тредетавллеть отношейе, къ радуеу дут, 
длины периеидикуляра, опущениео изз конца дули. ны Фаметрь, пер- 
зендикулярый къ Фаметру, проходлшему через пачало душ. Число 
90 положчинельное (отрицательное), вели конеца дут находил 9% 
порвома или четвертомь (втором или третьем) квадрат 

Возьмемь окружность произвольнаго ращуса г (черт. 47) и раз- 
смотримъ дуги, начало коихъ есть точка А, а концье №, 5/', М”, М" 
находятся въ первомъ, второмъ, третьемъ и четвертом квадран- 


у 


тахъ. Проведя даметрь А’А черезъ начало А дугь и маметръ В’В, 

къ нему лерпевдикулярный, опустивъ изъ конновь: М, 27’, М", М" 

перпеядикуляры: МР, М'Р', М"Р’и М"Р на даметрь А’А и 

пернендикуляры: М0, №'0, М"О и М”О’ на дмаметоь ВВ н 

<обозначивъ числа, изыряюця дуги, имфюнЦя начало въ точкв А, 
28* 
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а вонцы въ точкахь: М, М', М”, М”", соотвфтственно символамиг 
я ли д ме й 
АМ, АМ', АМ”, АМ", по опредёленио получим: 


зад = 08 — МР, вв АМ = 08 — 29 > 
5 у + у 
— ) 
60 АМ' 
— и" 
воз АМ” =— ее, 
АМ 29 МР , вов Ай = ^ т: ие 1)- 
| 


330. Синуеъ и ховлнуеь угла. — Ониубоме в кобинуеома увлй 
называются, соотвзьтетвенио, сипусё и посннуез дуги произвольнаго 
радлуса, соотвзтствениой этолиу узлу. 

Синусъ и кобинуеъ, угла не зависять отъ вехичины радруса 
дути, ибо, при изыёнеши радуса, каждое изъ предыхущихь отно- 
шенй сохраняетъ свое значеше. 

Отсюда сибдуеть, что синуеы и косинусы двухъ дуть, выра-, 
кземыхь одиимъ и тфыъ же чиоломъ а, при`одноименной, соотвфт- 
ственной каждой дутВ, ‘единиц м5ры, напр. при соотв®уственныхъ= 
хутахь-трахуеакь, дугахь-раданахь и т. д. соотвЪтствеяно равны,. 
бо дуги эти отв®чають одному и тому же .углу. 

331. Важное зам чан!е. Изъ предъидущихь опредфженй выте- 
каетъ: 1, СОниуеы (косинусь,) дуть, имтяонщииха, при одном и толь же 
памаль, один» к тота же конецз, равиы. 25. Синусы (ковинусы) рав- 
са душа (углонъ), жаково бы не было положене ила памаль и кон- * 
зоба, равны. 37. Данныя 6% первой части этою курса (26; 26) опре- 
дъленёя винубовз в ковинусовь остро, прязыить и тульнсо угловъ (ду 
неболиихь полуюгружности); которыма, сльдовазтельно, воотвнаи- 
стаують тригонометричесые целы (душ), заключенные вз областик 
(— п, =}, содероющися в5 птшь опредьлетяхь, которыл даны вей- 
чабь для сипусова и хоспнуеовь акиль ии.евть упловз (ду). 

332. Теорема, — Значемя тузпопометрическияь функций: эт 
4 сова, для веяхело значетл @& артумента 2, равны, соотвтутатвенио; 


*) Изв давныхь опредфяешй сцлуса и коспнуса слбдуеть,`что онлусь № 
косинус». дут суть, соотьфтотвеннио, ординахе и абсилеса копио дуги, из 
реицыл ралусеомь дуги, въ сяфдующей прямоугольной спотем. координать= 
начало воордцнать-—цевтрт, О окружности; оеь %-овъ (абещиссь) прямая 2:7, 
зоторой принаднежить диметрь 4*4, ироходящИ черезъ нелало А дуги, при 
зешь положительное паправлене этой обн’ есть ваправлеше оть-центра, к®- 
зазалу. дуги; ось у-овъ (ордпватъ} -- праная зн, которой ‘припадлежить ма- 
метръ :5”В, первевдикулярный къ даметру А’А, ипричемъ положительное на- 
правене этой оси есть паправааше огь цевтра въ вонлу В`перваго похожи- 
тельнато квадранта, ° 


— 351 — 


Финусу в посннусу тото зла (дуиу), которому отвучаеть траноно- 
метуичесий уоль, равный чиолу а. 

И въ самомъ дя: 

По даннымъ въ глав 1 (189) опредбленямъ тригонометриче- 
«кихь функций: синуса и косинуса, для области (— т, -- я) аргумента, 
значеня этихь функц, для веякаго значен1я а аргумента, лежащато 
въ этой области, равны, соотвфтственно, синусу и косинусу того угла, 
жоторому соотвётстнуеть тригонометричесв! уголъ (дуга), равный а. 


А 
Эбозначимъ этоть уголь (дугу) символомь: а(а). Итажъ, для воя- 
като значешя о, заключеннато въ области (-—*, --я), иивемтъ: 


Эта = а == та, 6084 == в0в@==6084, {1) 


та символы: зта и 03% означають значетя тритонометрическихь 
й . ГА - 
фунец!: зпх п 008% при х=е и тд символы: эта или эта 


и сов или соза означають синусъ и косинуеъ того угла (дуги), 
которому отвВчаеть тригонометричеекй уголъ. (дуга), равный а. 
Покажемъ, что равенства (1) имютъ м$ето при веякомъ а. 
И въ самомь дзиВ, для всякаго а имфли (190): 


зша == (— зи(а —®), воза = (— 108 (а -— №), (2) 


ЕДВ } цблое число, ближайшее въ чисду = и небольнтее его. 


Съ другой стороны, видфли (312): 
А. При одномъ началь, концы дугь, которымь отвёчають 
черигонометричеекя дуги: 


д 
авпа— эёт, 


«овпадають, ибо разность этихъ дугь равна #0 (320, 1°); слло- 
вательно, согласно опредёленио синуса и косинуса, дуги, 


- — б — 
ЗПа=зН(я— 2А=),  соза-=е0в (в — 2), 
В. Пры одномъ и томъ ще пачалф, концы дугь, которымъ 
отвфчаютъ тригонометричесвя дуги: 
а а (0 


зимметричны относительно центра (320, 3°) (точки и М", точки 
И' и М"), слёдовательно, согласно опредфленйю синуса и коси- 
уса дути, 

— — 


за 5ш[а—(@%-1)*=], воза соз[а -— (2-Е 1)*]. 


Итакт, какова бы не была дуга а, лыземъ: 


- — _ — 

эта = (1) (а — В), соза==(- 10а 1): (8) 
— 

но дуга («— 15) воть геометричеекая дуга, меньшая полуокруж- 

ности, а потому, согяаено равенетвазгь (1), 


, — — 
за) =з(е— В), с03(а— ®) = е03@&— В). 


На основан сихь равенствъ равенства (1) п (2) дають: 


та -==зша, вова ==003а, [40 


что и требовалось донавать. 

333. Тантенеь и котаигенех дуги (угла). — №. Танеенсолю- 
дузи (ума) называвтея отношеше еннуса этой душ ки ен ковииусу- 

2. Копаненсомь душ (ума) называется отношение ковниуее 
эной душ из ен синубу- 

Итанъ, по опредфленно имфему: 


> аа — _ в05а 
лес == 4, ща. 
со; а эта 
Отеюда, принимая во внимане равенства [40], получимъ: 
- ве - _ ева 
ива сз а, сова ==еоча. [4 


Равенства эти ховорятъ, что тазченс» (нотвтенс») дуги (узла) овть 
ааенов (коталленое) чиела, равнало соотвнипетвениой трионо- 
ъметрической думь (уьу/). 

334. Геометрическое значеше тангонеа и котангенеа дуги. -— 
На основан опредфлен!й тангонеа м котантенсй покажемъ, 9т0:- 

1°. Талленов думь есть полооюительцое или отрицезиельное чиело, 
модуль которало предетавллетв отношето, #5 радёусу дупь, отразка 
хасательной, проведенной г дунь, черезь ея пало, заглюченнаяо меду’ 
этиме наналомв и точкою первбоченя съ баметроль, протодниньм 
1235 конеца ду. Число это оложсительное, ослы вонецо дуь мечеть 
685 первомо зи треяельб квадратах, 18 отрицательное, ебли этоти- 
конець лоэюита во влорома или четвертомг квадреиитале 1), 

20. Коталвнов дуть воть положительное нли отрицательное: 
число, модуль котораю предетавллеть отношение, кз радику дуль. 


>) Саёдовахельно, хангенеь прелсгаванеть, при указанной системЪ ко- 
ордипачь, измёренвую радтуеомь ординату точки пересфчевя касательной, 
проведенной къ окружности черезъ начало дуги, св люметромъ, проходящимъ, 
черезь конепь лугп- 
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отризка павазпельной, зроведенной къ окруленостиь в гомзь первало 
звадрата, занлючениелд между этиле концоле и точное переспчешйя 
68 Оаметроле, проходлиимь черезь конець душ. Число это полоэви- 
знельное, еесль конець душь лемеить в: первомь или третьемь пвадран- 
знахь, в отрицательное, есль ллота понець леоснаиь в0 втором Зы 
зевертолеь ивадранталь '). 

И въ самомъ иВлЬ: 

1°. Проведя черезъ начало А дугъ (черт. 47) касалельную 29’ 
п отыфтивь точки: 7 и 7’ перес®ченя ея съ даметрами, проходя“ 
щныи черезь концы: М, М’, М”, М” дугь, изъ подобя слёдую- 
щихь паръ преугольниковъ: 047 и ОРМ, ОАТ' п ОРМ,, ОАТ 
я ОРМ", ОАТ и ОРМ"” соотвфтетвенно получимъ; 


АТ. ОА=МЫР :0Р, АТ:0А=МР: ОР, 
АТ: ОА=М"Р’.ОР, АГ: ОА = М"Р: ОР. 


Назвавъ рещусъ ОА буквою », изъ этихъ пропорций соотвёт- 
ственно будемъ имВть: 


АТ ОР Аи МР: _ ОР 
27 = > -; 
Ат [22:4 а М”Р. ОР 
=; я? т тЫ . 


Принимая во внамане равенства [39], найдемь: 


Ат _ АМ Ре ат А пл 

: ЕАМ, А = АМ`, 
с АМ 605 ДМ 

АТ __ в АМ у "_ зам — 

21 = АМ АЛ, И м”, 
со АГ“ со5 АМ" 


что и хотВли показать. 

2°, Проведя черезъ конець В положительнаго квадранта каса- 
тельную и" н отмтивъ точки переофченя ся: 5 в 5’ въ Даметрами, 
проходящими черезъ концы дугъь: М №М', М", М”, изъ подобя 
слфдующихь паръ треугольниковъ: 065 к ООМ, ОВб' и ООМ', 
085 в 09 М" и 055’ в 09М" соотвётетвенно получны: 


35:0В= М0 :09, 85'.08=мМ'9 :09, 
В8:0В= М": 09, В5:08= М": 04. 

1} Сафдовательно, котавгенеь предетавляеть, при указалной систем во- 
ординат, нембренную рашусомь ибониесу точки пересфчеыя касательной, 
проведенной ыь окружности въ конц перваго‘квадраята, съ дюметромя, про- 
ходящимь черезъ конещь дуги. 
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Назвавъ ращуеь ОВ буквою ›, изъ отихъ пропорцй еоотв%т- 
ственно найдемъ: 


8 9. 99, 58° — 
38 50. 00 В. 
+ и» > 


Принимая во внимаве равенства [39], получим: 


Я . Ета — 

338. _ вам. сов АМ” 35. воз А = АМ’, 
+ — , ре = 
ЩАЗ эт А! 

388 со ДМ ет в сё ДИ лин 

т — == со АМ”, == == 0 АМ", 
эт АМ" эта" 


что и хот№ли показать. 

335. Секашеь и вовеканеъ дуги. — №. СОекансомз дузи пазы 
вается отношетае 1 из ковннусу этой дули. 

25. Косекансомо думе называется опношене 1 къ сниуву этой 
дуиг, 

Итакъ, по опредёленю имфемъ: 


| 1 - 1 
зеа=—=,. 60406а==——. 
6058” эта 


Отеюда, принимая во внимаше равелства [40], получаем: 


5еса == 


2806, — с0%еса = совеса. 


605 @ зто 


Равенства эти товорятъ, что секанса (госененев) ду веть веканез 
(ковеканез) чем, фавнао соотеутетвенной трипопометримеской дуть. 

336. Геометрическое значене ееканса и косеканеа, дуги.— 
Ча основанш опредфленйй секанса и косеканса покажемъ, что: 

1°. Семанеь дли есть полоэештельное зыли отрицелпельное чиело, 
зюдуль котораго предетавляетв отношене, кз радтусу дузи, отруэка 
продолжению ббаметра, проходлиито черезз ‘почало дуть который, 
28.-в. оттока. заключень между центроль и точкою перестмейя в6 
хасательною, проведенною черезь конець душ. Число это положи- 
лпелигое, ‘вели конце буть лежаина въ первомь ни четвертоме ива 
дрантата, и отрицательное, вели конецё душ лежишь во второмь 
или третаемь квадрата. 

2. Косеканоз дуги вси, положительное или отрицетемлос число, 
модуль которео предотавляетов отношешще, кз радзусу душ, отрпака, 
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продолокеннию баметре, протодящелю черезь комень ‘первело ива- 
ЭЗрашта, который, зпое. отризокь заклочеиь между цетиромь и 
злочкою переспивин 05 кавательною, проведениою черезв конецз ду. 
Число это есть чиело подожентельное, если понеца ду яеэюи5 85 
‘перволез ель втором звадраитеть в опликительное, если понец дли 
лежить в% третземз или четвертольь хвадрезитио. 

10. И въ самомь дёлЪ, построивъ въ концакь: М, М’, М", М" 
дуть касательных (черт. 47) и замвтивъ точки: К и Е’ икь пересв- 
ченйй съ продолженнымъ въ обф стороны шаметромгь, проходящимъ 
черезъ начало дугф, образуемь четыре прямоугольных» треугольника; 
ОМК, ОМК’, ОМ"К' к ОМ"К, которые соотвЪтотвенно дадуть: 


ОК.ОР-=0М*, ОК.ОР=ОМ”, ОК'.ОР=0ОМ", ОК.ОР=ОМ"", 


Наввавь рашуеъ круга буквою 7, изъ этихъь равенетвъ по- 
ЛУЧИМЪ: . 


отсюда, принимая во вниман!е равенства [40], находимь: 


2: 1 ЯР оюк 1 т 
9: зем, — = = АМ’, 
с05 АМ 60 АМ 
— — 
— 0—1 АМ), Е. - = АМ”, 
— + —_ 
АМ" сз Аи 


310 и нужно было показать. 

2. Построввъ касательныя въ концахь: М, М’, М", М" дугь 
и заыфтивь точки: НЭ и Н'’ ихъ переобченй съ продолженнымъ въ 
06% стороны даметромъ, проходящим» черезъ конець перваго ква- 
дранта, образуемь четыре прямоугольныхь треугольника: ОМН, 
ОМН, ОМ"Е', ОМ" Е’, которые соотвфтетвенно дадуть: 


ОН.09=0М°, ОН.09=0М", ОБ'.09=0М", ОБ’. 0Ф=0ОМ"", 


Наввавъ ращусь круть буквою ”, изъ этихъ равенствъ по- 
хучимь: 

он 00 _ эн 00 1 

И ня 


о! 00’ 1 _ О’ 00' 
тя . МЫ = 


1. 
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Принимая во вниман!е равенства |40], найделмь: 


> 1 — 
—— == 0566 42, 98. = = А 
ат АМ АМ 
т в03ес АМ”, 1 возес АЛЕ", 
эт АЛЬ 1 АМ" 


что и хочфди показать. 

337. Трихопометричееыя функц перешвиной дуги.—Ире- 
дыдушия опредзленя показываютьъ, что каждой опредфленной дут 
отвфчаеть одинъ синусъ, одинъ косинусъ и т. д. 

На основащи сего говорятъ, что‘сниуев, коениуоь, изн. д., пе- 
ренфнной дум: суть фуннщи этой да (угла), причемь синусов, хоби- 
ну, и т. д., опредЪленной дуге (ула) называлотся тригонометрическими 
элементами этой думе (угла). 

338. Важное замфбчанте. —Показавъ въ предыдущихь ли”, что 
каждый изъ трихонометрическихь элементовъ дуги совпадаеть съ 
одноимениыйгь тригокомегрическимь элеменхомь числа, равнаго 
соотвфтестаенной тригонометрической дугф, можемь сказать, что 
вс свойства тригонометрическихь функши, полученныя въ преде- 
идущихь главахь, и всё формулы, относяшуяся къ тритономехри- 
ческимь функщямъ, имЪютъ мото и для соотвтетвевныхь три- 
тонометрическихь элементовь дуги, причемъь всякое значеше @ 
аргумента, входящее ‘10дз знаиз трионометримеской фунты, мо- 
жемъ замфнять числами, измёряющими, при произвольной единиц 
херы, ту дугу, которой соотвфтетвуегь тригонометрическая дуга а. 
Итанъ, можемъ писать: 


зта зал (180°. 2) = а (2007. 2). = (122. 2). 


Но во эти свойства могутъ быть выведены непосредственно 
изъ тЬхь обобщенныхь опредёлевй дуги и ея тригонометрическихь 
элементовъ, которыя даны въ этой тлав%. 

Этимъ и займемся въ снёдущиахь 6$. 


8 У. Границы измфняемости тригонометрическихь эдементовь дуги. 


339. Синуеь (косннует).-—Веякое число, лелвацее въ область 
(—1, --1), ть сшщуюз (косинубв) безчмолениео множества ду. 
Всякое чиело, нележюащее в5 облаети {— 1, |1), ие ееть вннуев 
(коеннусь) дузи. 
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Возьмем какое-вибудь число а, положительное или отрицатель- 
ное, модуль копорало не превышает 1.. Существуютз: такой отрзокъ. 
08 (ОР) (черт, 47) и такой отрзокь 00’ (ОР’) неревышеаюние ра- 
Дуеа, отномен!я когорыхъ къ радусу равны ||. Построивъ въ тоц- 
ахь 0 п9’(Рир) перпендикуляры къ даметру ВВ’ (А4’) в 
продолживъ ихъ до пересвчея съ окружностью въ точках 26. 
М', М", М", докащенъ, что положительное а есть синусь (коеи- 


и р 
нусъ) дуть АМ а АМ' (яв Ам '), хоицы конхь лежать въ 
первомъ п второмъ квадраятахь (въ первомъ и четвертовгь квадран- 


Я 
тахъ), и отрицательное а есть синусъ (косинусъ) дугь 42” в АМ" 


(пи — 
АИ’ и 4), кояцы коихь лежать въ третьемь и четвертомв 
квадрантахь (во второмь и третьемь квадрантахь). И. въ самомъ 
ДВл: 


т 2н=09, 52 Я 9, зом" -0% В зам” = — 
‚ 608 АМ — 
Но 
= 00—09. 
слёдовательно, 


при поломиилельномь а: 


09 ое _ ор ОР 
к а ( ; я в) ы 
и при отрицеянельноме а: 
_..08 90. (-- ов ОР 
в гв ы У: «). 


Волёлетые сего изъ равенетиъ (1) получаемъ: 


при пололанпельноме а, 
в=ыа АМ =5АМ (в — ов АМ == 50$ ам"), 
и ори отрицательноле а, 


@==31 АМ" —= 1 АЛ" (а вам == 005.4” ), 


а это и хотВли показать, 


<) 
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Если модуль чнола & превышает» 1, то число это не есть си- 
зусь (косннусъ) дуги, ибо для всякой дуги отрёзки 09 н 09' 
{ОР и ОР’), не превышають ращуса; слфдовательно, отношен я 
этихь отр8зковъ къ радусу не превышають 1. 

340. Танхенеь (котантенст). — Вслкое число есть яминенсь 
{копиииенез) безчислениао мноюества дут. Возьмемъ какое ни есть 
число а, положительное или отрицательное. Сущеетвуюте: такой от- 
р®зокъ АТ (В8) я такой отрфвокъ АТ’ (В5'), отношешя которыхъ 
ь радусу равны [а]. Проведя изъ точекъ Ги 1” (би 5’) сБкушя 
черезъ центръ О и назвавъ точки пересфчен!я этихъ офкущихь съ 
окружностью буквами: 17, ЛГ, М", М”, доващенъ, что положи- 
тельно а веть тангенсь (котангеноъ) дуть АМ и АМ”, концы 
коихъ лежать въ первомъ и третьегь квадрантахь, и отрица- 
знельное п воть тантенов (котангенсь) дугь АМ’ АМ”, концы 
конхь лежать во второмъ п четвертомъ квадрантахь. И въ еамомъ 


дя: 


— — 
ВАН), МАМ =— 
сов 85, св АР = — 25. 
Но 
олфдовательно, 


при зололинельноль а: 
АР __ АТ ( 


х Ы 


и при отринательноме а: 
РУ АТ“ ( 
- = в 


* т 


Волфдотвье сего изъ равенствъ (2) получаем: 


при золожнтельномь @, 
— Ш — — 
4=5АМ = АМ" (+= оы ЯМ АМ”), 
и при отрицательном» а, 
— — — — 
&=ВАМ=евАМ”, (асов А’ вов АЕ"), 


э это и хотфли показать. 


. @) 
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341. Секанех (косекаиеь), — Волкое число, положинельное чаи 
отрицательное, модуль котороло раввнь 1 цли бомье 1, веть секаноь. 
(косеканоь) безчислениио множества дуть. 

Всякое чибло, полоэюительное ли отрицателеное, модуль %0то- 
Резо мене 1, че есть секанеь (посекансь) душ. 

Возьмемъ какое кибудь число а, положительное вли отрица— 
тельное, модуль котораго или равенъ 1 илн боле 1. 

Существуют: такой отрёзокь ОХ (ОБ) и такой отрзокъ. 
ОК! (0Н'), равные ращусу или превышазош!е радует, отяошевя но- 
торыхъ къ радлусу равны |1]. Постронвъ черезъ точки н К’ (Нн#') 
касалельныя къ окружности и.отмётивъ точки касашя: М, М’, 
М", М", донащенъ, 970 пололешиельное а есть секаисъ (косеканет): 


— и 
дугь Ан АМ” (ам и дм), коицы коихь лежать въ первомъ. 
и четвертомь (въ первомъ и второмъ) квадрантахь, и олулииииель- 


. — 
ное & воть овканоъ (косекансь) дугь АМ’и АМ” (АМ" п АМ"), 
концы коихь лежать во второмъ н третьемъ (третьемъ и четвер- 
Томь) квадрантахъ. И въ самомъ дЪль: 


5-Е, одте_0К, др 
| совес #27 = Н созес 17 9, возес АДР” 
Но 
нЕ 
слфдовательно, 


ири полодеипельноме а: 


ок Ок! ( он [2:4 

э° х а т х @}, 
н пря отринетельноме а: 

ок ок ОР _ _ ОР 

г т @ ( "о т =4). 


Велдетв сего изъ раведствъ (3} получаем: 


при положяипельнолм а, 


— — — > 
в = 866 АМ = зе АМ" (“ — 60565 АМ — е05ес А) „. 


— 360 — 
и при отрицеительном» а, 
& — 366 АМ = 506 АМ" (. == в0566 4 М" = совое АГ”) , 


то и хотВли показать, 

Еель модуль нисла а менье 1, то число это не веть секансъ 
(коееканеь) дуги, ибо для всякой дуг отрзии ОК н ОХ' (ОН 
и ОБ’) не менфе ращуса; слёдовательно, отношея ихъ къ рауеу 
не менфе 1. 


$ УТ. Теоремы, относятияся кт замёнено дути. 


342. Теорема 1, — Если разность двузь дуг равна, нратному онруж- 
НОСТИ лы, что по ве, четному кратному полуокружноети, то одно- 
авменные пуионометуииескае элетенти этиить дуг равны }. Видвли (312), 
что концы дугъ, удовлетворяющихь условно теоремы, при одномъ 
и томъ ще начал, совнадаютьъ; сабдовательно, синувы и косинуеы 
этихь думь соотвётетвенно равны. Теорема, доказана. 

Еслн тригонометраческая луга, соотвётствующая одной пзъ 
данньехть дугЬ есть 2, то тритокометрическая дуга, соотвфтетвующая 
другой дуг, равна, по условшю, числу и-- 2", пн теорема даетъ 
сл5дуюлий рядъ равеиствъ: 


эт(е-- 24т) = ша, — с08@ -Е 2=) = совй, 8(е-- Эт) = вх, 
<05е6(#-- 2Ё=) — соъеса, 36е(2-Г 2Ёя) == 5есж, со (хр 24) == соул. 


| 2 


Бели дуги измфрены градусами и число х есть число граду- 
совъ, то число 2х должно быть замфведо числомъ 360. 

343. Перюдмчноеть тригононетрическихь функцИЕ дуги. — 
Равенетва [1] выражають свойство триговометрическихь элементовь 
дуг, называемос перюдичностью и заключающееся въ слфдующемъ: 

От» прибавлешял, къ какой ни есть думь, дум равной произволь- 
жому кратному бкрумености, каждый изъ ея зирионометричеенихь 
элементовь не излиьняеть своею значеня. Пута Эт (360°) называется 
перюдомъ тригонометрическихь элементовъ. 


т} Достаточно доказать эту теорему для оляуса и косинуел, ибо если 


; . зша__ эшб 6054 _ 0058 
Зта=500, 05а —005%, то ша—-- = бе 
} и — т #50, сова эта” эф 
1 1 1 1 
20, са = о ==8006, сое = 608065. 
° 2058 — 056 — 5000, (0860 эта 505 оовес$, 


=) бы. пи? 190,196. Тамъ равенства [Е] представляля опредфлешя три- 
зопомстрическихь фунец аргумевча, 
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Покажемъ: 

Т. Триополетрическе элементы: Ш, 605, 566, 60500 ие обла- 
Эають положеипельнымь порбодомь, меньшимь чнола 2" (3605), % от- 
фицательныль перодомь, модуль которою быль бы менье чнола 25 
(3605) 1). 

Й въ самомъ дВлф, раземотримь произвольную дугу # и по- 
ложизеь, 970 д есть такая постоянная дуга, при которой: 


зн(е На) ==зща, 0566 (%-- а) = созесх. 


Тавенетва эти требуютъ, чтобы концы дугь: за и х, Е 
Фдномъ намаль, или лежали въ одной точЕВ, нли совпадали 
съ концами параллели къ маметру А.А’; въ первомъ случа, 
хакъ видфли (312, 2°), разность этихъ дугь есть кратное окруж- 
ности, т.-е. 


=а-з 


2 (360.1), 


тд № нфкоторое цфлое число; во второмъ случа, какъ видьли 
(315, 2°), сумма дуть есть нечетное кратное полуокружноети, т.-е. 


вта-==0@ь- Пя, откуда а= (2-2. 


Это выражене для а де есть перодь, ибо одо, для различ- 
ныхь =, равлично. Но первое выражене для а, равное Эт, иеза- 
висимое отъ и, есть перодё, 

Итакъ, для но, чтобы дуа @ была перодомь синуеа % косе- 
канса, достаточно в необтодимо, чипобы она имьла форму: Эк (3607.1), 
2дь № прошавольное зиьлое. Начменышая изъ поломоштельныхь дуть, .за- 
моченныхь въ формумь: Зйт, воть душ 8% (360°); наименыиая, по мо- 
дуло, изъ отрицазельныхь дут, заклиюченныхь в формул: Эйт, есть 
Эа — = (—360°). А это в хотёлв покавать. 

Положимъ, что 


60$ (#-- а) = воз, 5ес (д-+- а} = весх. 


Равенства эти требуютъ, чтобы кояцы дугъ: за и 4, при 
одномъ началф, нли лежали въ одной точк®, нии совпадали въ 
коицами параллели къ Маметру 83’; въ первомъ случа разяость 
этихъ дугъ есть кратное окружности, т.-е. 


@а— 


а = 9, 


8) См. и* 266 (сэр. 274). 
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тд # нёкоторое цвлое число; во второмъ случа, какъ ведфля (313, 2), 
сумма дугь есть краткое окружноети, т.-е, 


«а == 28, откуда в-=9— 95. 


Это выражене для а не есть перодь, ибо оно, дия различ- 
ныхь х, разлачно, Но первое выражек!е для а, равное Эйт, иеза- 
висимое от 2, есть леродъ, 

Итактъ, для зноб, ипобы дум а была перодомь косинуса и ве- 
хансй, достолточно и необходимо, чтобы она илльла, форму: Эйк, ь В 
прочзвольное цтьлое. Ниименышая изъ полозеительныль дуть, заклочен- 
ниль в формул: Эйк, есть ду Эт (360°); наименыиая, по модулю». 
изъ отриительныхь дут, закмоченныхь въ формумь: Эт, воть дум 
— 2" (—3600), что и хотёли показать. 

2. лионометричесме элементы: 15 и собр обладеюте перо- 
дами: м (180%) и —т {-—180°) и ие обладеяотв меньшими, по мо- 
дуло, перодами. 

И въ вамомъ дълВ, равемотримь дв дуги: си 2--б.к, глЪ 
В произвольное цфлое. Такъ какь разиость этихь дугь, равиая к, 
есть или четиое число ‘полуокружностей, т.-е. кратное окружностей, 
ити иечетдое число полуокружностей, то концы этихь дугь, при 
одномъ немалф, или совпадать (312, 1°) ихи симиотричны отно-- 
сительно центра (317, 1). 

И въ томъ и въ другомъ случаяхь тангенсы и котангенову 
этихъ дугь, соотв тетвенио, равны между собою, т.е. 


18162 = во (#-РЁ.т), соло ет Ь.ю. 


Равенства эти товорятъ, что число &.я есть перодъ элемен- 
ТОВЪ: 18 и в05. Наименьшя, по модулю, изъ чисель, заключел- 
ныхь въ формул В. п, Суть ки к. ° 

Обратно, положимт, ‘Что постоявиая дуга а такова, что 


фалва == але (о-- а), сова == са). 

Разенства эты требуютъ, чтобы концы дугь: хи х-|-а, пре 
одномь начала, или лежали въ одной и той же точкф, или были 
расположены симметрично относительно центра; въ первомъ олуча%, 
какъ видфли (312, 2°), разность этихь дугь есть кратное окруж-- 
ности, т.е. 


(ар—2=а=р. 


тд р иБкоторое нёзое; во вВторомъ влучаб, кавъ видфли (317, 25), 
разность дугь есть нечетное кратное полуокружноеки, т.-е. 


ша) —в=в=(р 1х 
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Итакъ, для тюю, чтобы душ @ была перодомь татенса в ко- 
зиненсо, достаточно и необжодимо, зэлобы она ильза форму: в. т; 
здь № произвольное цьлое. Нашменыиая изь поломсительныхь дуть, за- 
киюченныть в формул: Ё.т, веть дузь п (180°} и наименыиая, по 
модулю, изь отрицилтельныль дут, закаюченныхь в. фармуль: Ёп, есть 
див —* (— 180°). Это и хотБли покавать. 

` 344. Теорема 2. — Ясиьш разность двузь ду равна нечетному 
нратному холуокружности, зио тангенеы и котангенсы эпнигь дуть, с0- 
отвпяиственнно, равны. Друйе пумионометрическае элементы этииь 
ду, соствтотвенно, равны только 10’ модулю, но противбполовены 
по знаку. 

Для доказательства теоремы достаточно показать ея справед- 
ливость для синуса и коеинуса '). 

ВилЪни (320, 3°), что концы дугь, удовлетноряющихь условно 
теоремы, расположены симметрично относительно центра, а потому 
(черт. 47): если конешь одной изъ дугь лежить въ первомъ ква- 
дрантв, то ковешь другой ленить ръ третьемъ, н Езоборотъ (точки 
МзМ”), в если коиець одной изъ дугь нежить во второмъ ква- 
дрант, то конещь другой лежить въ четвертомъ, и иаобороть 
(точки М’ и М"). Схвдовательно, зваки синуса и косинуса одной 
изъ дугь противоположны, соотвфтственно, внакамь синуса. и кося- 
нуса другой. Но абволютныя значеня вхъ одинаковы, ибо; 


М"Р,. ОР! = ОР. 


МР=М’Р', ОР=ОР в М. 


Теорема доказана, 

Бели тригонометрическая дуга, соотв®тотвующая одной изъ 
равоматриваемыхь дуть, есть с, то ‘триховометрическая дуга, с0- 
отвфтотвующая другой дуг, есть, по условию, тж-|-2, гдВ и цфлое 
нечетное чнсло, и теорема даетъ сяфдуюлий рядъ равенствъ: 


{ мая --2)=(—Ю”’зша, возит -- 2) == (—Т)"еозя, 
48 (ит) =>, 
созес (тя 2) == (-- Е) еозесж, зев (ик -- 2) = 
сое (т -- } = ох. 


т 


1)" веса. 


Ранеиства эти справедливы, на основаиши свойства перодич- 
ности, и для четналю т. Итакъ, нанисанныя равенства справедливых 
при веякомъ зиьлолб зи *). 


1) И вв самомъ дВлЪ, ебли, для лвухъ дуь Я п 6, па =— 0% 
Ц 110 | 
сова 6058, то Ша о в Ш птд 


2) Су. формулы [1] (сяр. 298). 


БУПСЬ ТРИГОВОМЕТРЩ. м 
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ели дуги измфрены градусами и чиело х есть число граду- 
совъ, то число = должно быть залевнено числомъ ‘130 ‘). 

345. Теорема 8.— Если сумна двухь дузз равна четнону нратнону 
полуокруженостиь, то носинусы в секансы зтидть дузь, соотатитетвенно, 
равны. Друйе тумонометрическе элементы этиль дуть, соотетьи- 
ственно, равны толко по модулю, но противополовены то знаку. 

Достаточно ‘доказать эту теорему для сивуса и коеинуеа °). 

ВидЪли (320, 2°), что концы дугь, удовлетворяющихь условио 
теоремы, расположены въ концахь хорды, параллельной даметру ВВ’, 
а потому если конещь одной изъ дугь лежить. въ первомъ ква- 
дранть, то конець другой лежитъ въ четвертомъ, и наоборотъ (точки 
Мв М"), и если конець ‘одной изъ дугъ лежить во второмъ ква- 
дранть, то ковець другой хежить въ третьемъ, н наоборот (точки 
М’и М"). Слфдовательно, синусы этихъ дугь имбютъ противопо- 
ложные знаки, а косннусы- одинаковые. Но абеолютныя значетя 
(модули) свнусовъ и косинусовъ, соотвётетвенно, равны, ибо 


МР=М"Р, ОР=ОР и М'Р-==М"Р', ОР’=ОР.. 


Теорема, доказана. 

Если тригонометрическая дуга, соотвётетвующая одной изь 
дугь, есть 2, то тригонометрическая дуга, соотвфтотвующая другой 
дугь, есть, по условию, ик — 2, вдВ аи пЪдое четное число, и тео- 
рема даеть слБдующйй рядв равенствъ: 


@ зш(их— 4) = ша,  с08бит— 2) 0081, щбик— 2) = щх, 
вовес(ит — 2) = — 608862, зес@ил — 2) == веса, сов(ийх — 2) = — вов. 


Если дуги измфрены градусами и чнехо 2 есть число хрэду- 
совъ, то число к должно быть замЪфнено чибломъ 180, 

346. Теорема 4. — Если сумна двуть дуть равна нечетному нратному 
полуокружюноети, то синувы и косевансы атиихе дузь, соотвимиственно, 
равны: Друйе прионометричесте элемениия этиль душ, соотвиитя 
ственно, равны только по модулю, #0 противоположны по знову, 


1) Сы. формулы [7] (стр. 228). | 


2) И въ самомъ дВлф: если, для лвухь дуь @ п 6, зпа=- ть, 
Эва ев 6058 6085. 
605 @==Сь89, то Ша =—95, в=——- 
08 2054 056 185, сов эта зшё 
1 г 1 . 
=— $, @ = $, =— = 
Со, вв0 сова — “воз. 886%, СОВР в созев. 


©) 


— 365 — 


Дия доказательства теоремы достаточно показать ея справед- 
зивоеть для синуса в косинуса '!). 

Вадёли (320, 4°), что концы лугъ, удовлетворяющихь условно 
теорены, расположены въ концахь хорды, парахяельной даметру А’, 
а потому если комецъ одной изъ дугь лежитъ въ первоиъ квадрантф, 
то конещь другой лежить во второмъ, и обратно (точки Ми М’, н 
еела конедь одной изъ дугь лежить въ третьемь квадрантЪ, то ко- 
нець другой лежитъ въ четвертомъ, и наоборозь (точки М” и М"). 
Олвдовательно сивусы этихь дугь имБють знака одинаковые, & 
косинусы — противоположные. 

Но абеолютныя значення этихь элементовъ, соотвтотвенно, 


‚равны, ибо 


— 


МР=М'Р, ОР=ОР и М“Р.=М"Р, ОР’= ОР. 


Теорема доказана. 

Если трагонометричеекая дуга, соотвётетвующая одной изъ 
равсматриваемыхь дугь, есть 2, то тригонометрическая дуга, сдот- 
вфтотвующая другой дуг, есть тт — 2, ГД т цфлое нечемнов` 
чнсло, и теорема даеть слВдующ рядъ равенствъ; 


эп(ия — 2) = эшх,  совбит — <) =--6080, щ(я—я=-— а, 
совес (тих — 2) = созест, зее(тя-— 2) == зесл, софв(ит — 1) = 602. 


Если дуги изм5рены  градусами н’число х есть число траду-- 
вовъ, то чиело я должно быть замнено числом 180. 

347. Слёдетьн. —1°, Кандая изъ формуль (а), относящихся 
КЪ т четному, ‘и соотвфтетвенная ей изъ формулт (5), относящихся ` 
къ‘т нечетному, мотугь быть замфнены одною соотвфтотвенною 
формулою ‘изъ формуле: 


эв(тл — ) == (-—1у"-1эще, = созбия — 2) -=(— Г оовя, 
1875 48 (тл — 2) =— 2, 
совее (ия — 2) == (—1)"—1в0чеса; зев (их — 2) =( — "зе, 
сов тя — д) == сова, 
"ДВ т зроизвольное п®лое. 
3) И въ самоль да: води ЗпаттзыФ н 608@= — 0085, то ша= 
эта зто с08& 2038 5 
= =— = 5 - - ‚ за 
609 605$ а соо эре зтф во ы 
т 1 1` 1 
— = =—=— = $, 
сова соб 5ес6, созесв = Ша аль <озес: 


2) См. формулы [8'] (стр. 298), 
24% 
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25. Полагая въ этихь формулахъ п: == 1, полузимъ: 


81°) | эш(к — 2) = зщ, 608 (® — 2) = -— 6082,  Ш(=— 2) =— 8%, 
| в0вес(= — 2) = в0зевж, зес(к — 2) = -—в66л, 0%(к — 1) = -- 6. 

3°. Полагая въ этихъ формулахь ж-==0, найдемь; 

612 {| 38-2) та, 603 (— 4) ==6082, ия =— в 

1”) | совес(— 2) =--созеёж, вве(— я) == ее, 0—4) == — сова. 

4°. Полагая въ этихь формулахь т -=2, получимъ; 

з" за — 2) =-— 92, —005(21-— 2) = 0052) (к-з) == ва, 

1 с03е6(2* —#) = — совееж, 366(2^— 2) -= зева, с0(9% — 2) = — ва 


348. Теореша 5, — Если сумма двухь Оу равна кратному 
четверти окружности. при нозффищентЬ кратности (4 -Ё 1), мо 
зтризонометричесте элементия: синусъ, посинуеь, таненоь и т. 9. 
одной изъ ду равны; сботвилиственно, ковинуеу, синусу, котвнтенсу 
4 чт. д. друзой. 

Для доказательства теоремы достаточно показать ея справед- 
ливоехь для синуса и косинуса *). 

Видёли (320, 5°), что концы дугъ, удовлетворяющихъ условямъ 
зеоремы, расположены симметрично относительно биссектрисы: нер- 
ваго н третьяго квадрантовъ, а потому: если конепъ одной изъ дугъ 
лежитьъ въ первомъ квадрантф, то и комецъ другой дуги лежитъ въ. 
этомъ же квадрант (точки М и М’) (черт. 48); есия конещь одной 
дугн лежитъ во второмтъ квадрантВ, то ковецъ другой лежитъ въ чёт- 
зертомъ квадрант®, и наобороть (точки М и 1М'), н, наконедъь, если 
конешь одной изь дугь лежитъ въ третьемъ квадрант», то и ко 
нець другой дуги лежитъ въ томъ же квадрантв (точки Ми М’). 
СлБдовательно, знаки синуса н косинуеа одной изъ дугь одина- 
ковы, соотвЪтственно, со знаками косинуса и синуса другой. Но 
и абсонотныя значешя (модули) этихъ элементовъ, соотвтетвенно, 


1) См. формулы [8] (стр. 298). 
2) Сы. формулы [6] (етр. 298). 


.2) И въ самомъ дфзЪ: если, дия двухь == 6086 п 
: ша _ евозь 6084 _ чё 
Ъ, то ша ы ==. во. а == 
э, го Ш сова = вт сое, соша Эна = 3035 405, весе 
- 1 
= = = с05есЬ, ит. д. 


054 1 
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одинаковы, ибо соотвЪтетвенные прямоугольные треугольники ОМР 
и ОМ'Р' дають: 
МР= ОР’ и ОР=мР. 


Теорема доказана. 
Если тригонометрическая дуга, соотвфествующая одной изъ 
уазсматриваемыхь дугь, равна 2, то тригонометрическая луга, ссот- 


вЪтствующая другой дут, равна (4 -- ПЕ и теорема даеть 
<лдующий рядъ равенствъ: 


эт [> +15 —=]= 6082, 605 [ве — =) — п», 


ы [мину —] = сора, 
а) у 


овес [> о 5 — *] ==8е62, 8ес [м»--0 > — =] = с0беел, 
| со [м=-НО т —=] = 8. 


Если дуги нзм®рены градусами и число х веть чноло траду- 
совъ, то чиело я должно быть замнено числом: 90°. 


349, Теорема 6. —Если сумма двуло дузь равна кратному чет- 
верти опружноети, при козффищентЬ пратноети (4в-- 3), то 
таненсь и котанзенсь одной изъ нить равны, соотаттственно, хотан- 
зенсу и таненсу друюй; синусь, ковинусь, веканеь и косеканоь ‘одной 
фавны, соотвтлтетвенно, ‘косинусу, синусу, косеканеу и секанву друуой 
зтолько по модули, но противоположны по знаку. 
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Для докавательства теоремы достаточно показать ея справех- 
ивость для синуса и коспыува *), 

Внд@ли (320, 6°), что концы дуг, удавяотворяющихь услов!ю 
теоремы, расположены сиыметричео относительно биссектриеы вто- 
рого и четвертаго квадрантовъ (черт. 49), а, потому: если конецъ одной 
дуги лежитъ въ лервомт, квадрантЪ, то конешь другой лежить въ 
третьемъ, н наобороть (точки М и №’); есле конецъ одной дуги ле- 
жить мо второмъ квадрантф, то и конедь другой дуги лежить въ. ` 


Черт. 49. 


томъ же квадрантё (точкн Ми М’), и, наконець, если конец одной 
дуги лежитъ въ четвертомъ ‘квадрантё, то и конецъ другой дуги ле- 
жить въ томъ же квадрант (точки М н М‘). СлЬдовательно, знаки 
синуса. и косинуса одной изъ дугь противоположны, соотвЪтотвенно, 
знакамъ косинуса и сввуса другой. Но абеолютныя значея этихъ, 
энементовь, соотвфтственно, равиы, ибо соотвЪтетвенные прямо- 
угольники ОМР и ОМ'Р! дають: 


МР—=ОР и ОРЕМР.. 


Зеорема доказана. . 
Если тригонометрическая дуга, соотвфтствующая одной изъ. 
разематриваемыхв дугь, равна числу х, то тритонометрическая 


1) И въ еамомъ дл: 608$ я с0в@ = — аб, то ши = 
ра __ 055 с05а _ зш® 
=— 600, сова 426 зева 
с050 8 об, Со Э0а — с086`— воза 
1. 1 
= - созееф, сова == 506, 
это 5т@ 2086 
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дуга, соотвфтствующая другой дугВ, равна (4 -- = — ®, и предъ- 
идущая теорема даетъ слёдующий рядь равенствъ: 
Эви 3) 5 — а] =-—-6094 сов [4-3 — *] —— та, 
ши [4+ 3) — 2] —= 60, 
2) _ _ 
созес [4 + т] — 5604, еси) — созеех, 
сов [т 3) 5— |= Е. 


Тени дуги изыбрены градусами н число х есть число граду- 


совъ, то число = замЪняетея числомъ 905. 


350. Слдетыя. —1°. Формулы (1) и (2) могуть быть зам%- 
нены таквыи: 


| Е: + в — *] =(— 16082, воз [е5-- = —«|=С- ТУзшх, 


. = [2 - 1) — =] = == 00482, 


[915$ 
возее [ех -- = — =] = = (-— 1062, 


зес [м +- 0:—«] == (— ГАсозесл, сое [её ие =] ==, 
тд8 Ё произвольное цЪлое, ибо, прп &— 2, оф совиадають съ 


формулами (1) и, при #=9н 1, —съ формудами (2). 
20, ОдБлавъ въ этихь формулахь К-=0, получизь: 


эп | — 2) = == 608, 085 


в (5 — =) = вх, 


— 2) ==, 


(91°) 


$0566 


> —з) — 506, 866 (5 — 2) == 60362, 
вов (; — а) = 2. 


Формулы эти говорять, что синуев, восмнуев, и т, д какой 
ни сеть душ равны, воотатьлиттвенио, повипусу, сннусу т. д. д0- 
полнительной ду. 

3) Сы. формулы [9'] (стр. 229). 
*) Сы. формулы [9] (стр. 229). 


[©] 


( 
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351. Приведене дуги кв порвону квадраллу. — Привет 
дузу х къ первому квадраниу значить найли друлую дуиу, положи- 
зтельную в мемьиино квадрата, каоэюдый изь тринонометрическихь э26- 
ментовь которой быль бы ревень, сь чпочностью 090 знака, одноимен- 
ному янияонометримвеколиу элементу данной дузи, 

ТРьшен\е этой задачи необходимо при вычиелевннхь посред- 
ствомъ табльть, которыя содержать только тригонометрическе эле- 
менты дугь (ухловь), заключенныхъ между 0° и 90°. 

Задача эта веда возмоонит ‘и рилиаетен при помощи фор- 
муль [7], котерыя, посл замВвы эп черезъ (—1), могутъ напи- 
<атьея так: - 


зта=(—1) зн), с082=(- бое — №), ши (с 


созеех=(-— 1)еозес(2— 1х), зевсе==(— )/зес(#— =), собва-со вх 


Формулы эти яриводяь тригонометричесяе элемвиты дуги 2 къ 
соотвфтетвеннымь тригонометрическимъ элементамъ дуги & — к. 


ели } есть ц%лое число, ближайшее къ числу и не большее 


= 
его, то дуга х-1= заключена между 0 и п, нлн, въ градусахь, 
межну 0° и 180°, 

Моруть вегрфтиться два случая: 

18. Дуга а=и-— В, или, въ градусахъ, 20—150°.1, заключена, 


между 0 и >, или, въ градусах, между 0°и 90°, и тогда задала 


`рёнтена. 
20. Дуга а=х— 5, или, въ градусахъ, #° —- 180%.1, ваключена. 


между = И т, или, въ традусахь, между 90° и 180°. Въ этомъ 
случав дуга: 


$==-—(2—®==-а, или, въ традусахь, 180°-— а, 


заключена между би 2, или, въ гралусахь, между 02 и 90°. 


Пра помощи формуль [8], тригонометричесые элементы дуги 
&=(и— ®), или, въ градусахъ, 2° — 180°,Ъ, приводятея къ одно- 
именныймь тригонометрическимь элементамь дуги ф==и-—и, н, слё- 
довательно, задача рфшеиа. 

Замфтимь, что если дуга а, въ первомъ случаф, и дута $, 
во второмъ, заключены между т я Ё ‚ или, въ традусажъ, между 
45° п 90°, то дуги 


1) См. п’л° 197 и 198. 
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Е, ви, въ градусахь, 90°— а” или 90° — 5%, 


заключены менду 0 и >, или, въ градусахь, между 0°и 45°, При 


помощи формуль [2] тритонометричесве элементы дугь ди 6 при- 
ВОДЯТСЯ къ тригонометрическимь элементамъ дуть с. 

Дадимъ несколько примфровъ приведея, котда дуга выра- 
„жена въ градусахъ 1). ` 

12. Если 2°==—600°, то а 3 
— 1807.1 = 120°. Имфемь мосл®довательно: 


1 4 в вт 


511(—600°) = (— 1}*511120° == 5 (180° — 60°) = 60° = с0530°. 
Подобвыя же равенства будемь имЪль ни для другикъ эле- 
ментовъ. ы 

2°. Нели х° = 1330°, то 


Имфемъ послфдовательно: 


2’ Я 7 
180° 18’ 


—=Тиа—=1°—180°.1—60'. 


31 (1330°) = (— 1)'в160° = — е05(90° — 60°) —=-— 60530°. 


Е 85 


о о О = 
3°. Если 2’: 1165, то 580 6 186 › В 7н 


1= — 180°,}=959. Имфемъ послдовательно: 


зн (—1165°)=(С—1)- 15195 5180°—95°) = — 185% 


— 0035°. 


$ УЛ. Изивновя значений тригонометрическихь элементовь дуги при 
непрерывкоме возрастания (убыван!и) дуги. 


352. Общее зашбчан!е относительно изизнен1Н значешй 
тригопонетричеекмхь элементов дуги ири непреравыомъ воз- 
растанйт (убываи) дуги. Такъ каЪ каждый ‘изъ тритонометри- 
ческихъ элементовъ дуги обладаетъ положительнымъ перюдомъ, 
равнымьъ числу 2» (360°), и отрицательнымъ перодомтъ, равным 
числу —2= (— 360°), то, для изелфдовавя измыненй значенй 
каждаго изъ тригонометрическихь эломентовъ дуги при непрерыв- 
номъ возраслинии (убывати) куги, достаточно изсяфдовать эти из- 
мЪнешя при возрастании дуги отъ @ до 2х (оть 0° до 360°) и при 
Убываняи- дугп оть 0 до’—2т (оть 0* до — 3605). | 


1) Промфры ираведенйя, когда дуга выражена въ радннахт, были даны 
въ прое 197 и 198 (стр. 198). 
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Даяфе, принявъ во внимане равенства [6]: 


1-2) з0а, с05(—2) = 032, №в1(— 2) (ея, ... 
увидимъ, что для изолёдованя указанныхъ изыфнен!Й при убы- 
заши дуги оть 0 до — я, достаточно изслдовать эти измёненя 
при возрастом дуги оть 0 до Эт (отъ 0° до 360%), 

'Итажь, вотросё приводител ко изольдованаю измпнешй значенй 
казжвдазд 3135 пуумопометрическихь элементов дули при непрерывнонъ. 
возрастани дум в областиь (промелеутиь), фамицы которой суть” 
бир (09 в 3605), 

`Разобъежь область (0, 27) нии, что то ше, область (0°, 3600) 
на четыре промежутка: 


1-й промезеутоко; оть 0 до -® (оть 0° до 90°) (концы дугь 
лежать въ 1-мъ квадрант}; 
2.& промежвутоко; отъ = до п (оть 90° до 180°) (конды дугь 
лежать во 2-мъ квадрант®); 
3-й промежутока: оть к до - (отъ 180° до 70°) (концы дугЪ 
лежать въ З-мь квадрант®); 
4-й промежуток: отъ * до 2 (оть 970° до 360°) (концы дугъ 
лежать въ 4-мъ квадрантВ). 


Изояьдуемь, обращаясь къ черт. (47), измёнешя значен!й кажнаго 
ИЗЪ тригонометрическихь элементовъ при непрерывномтъ возрастания 
дуги въ каждомь изъ укаванныхь промежутковъ. 


у 


181+ 


353. Изивнешя значешй тригепонетрическихь элементовь 
дуги прн ея возравтали въ иерзомь квадрантВ. — При мепре- 


рывнома возрастании дуть въ промежутит оть 0 90 = (ть 0% 
до 907), т.-е. при иепрерывномь движеви въ первомъ квадрантв 
точки. М, представляющей конецъ дуги, оть точки 4, т.-е. от 
намала ивадранта, до точки В, т.-е. до конца ивадранта, имфемтъ: 

1°. Перпендикулярь МР непрерывно возрастаеть оть нуля 


до ОВ, т.е. до ращуеа ”. Слдовательно, синусз души, будучи, о 

опредёхенио, полозентельнымь и равнььие МР, непрерывно возрастает» 

озтз 0 до 1, т.-е. возрастал, призимаетз вв значеня от © до 1 (338). 

20. Перпендикуляръ МО непрерывно убываеть оть АО, т.-е, 

оть радуса, до нуля, Схфдовательно, яосннуез дузи, будучи, по 
и 


опрелленио, поломеительнымь и равным „ непрерывно убывает 


отё 1 06 0, т.е. убывая, принимаеть. веБ. знаменая оть 1 до 0 (338), 

3°, Отр8вокь АЛ каесатольной непрерывно возрастаеть отъ 0 
и, при положеши точки М, достаточно близкомь къ точкВ В, 
отановитен еколь угодно большямъ, т.е. другими словами, . отр$- 
зокъ АТ бемраниино возрастаеть. Слёдовательно, жащенов дум, 


будучи, по опредёлевио, золожительнымь и равныл 47, вепрерывно 


1 безгранично зограстаеть, или, какъ говорятъ, непрерывно возра- 
стает оть 0 до положительной безконечноетии (-- во), т.-е. возра- 
стал, принимает воф половительныя зпоменя (339). у 

4°. Отрёзокъ 85 касательной непрерывно убывает до 0, пред- 
ставя, ‘при поломен!и точки 14, достаточно близкомъ къ точкй АД, 
сколь угодно большой отрёзокъ. Олдовательно, копмииеноь дузи, 


; 88 
будучи, по опред®лентю, полоосаятельнымя 1 равиымь —_—, непрерывно 
убываств ота полозентельной безконенности до пуля, те. убывея, 
ринимаеть вс полоритежлныя значеня (339). 


57. Отрёзокь ОК непрерывно возрастаеть оть ОД, т.е. оть 
радтуса, прредставляя при воложенм точки М, достаточно близком. 
къ точкВ В, сколь угодно большой отрёзокъ. Слёдовательно, се- 


= . [22:9 
хансз дут, будучи, по опредфленйю, полозсшпелиьнымь и равным -;. 


непрерывно возрастает» отв --1 д0 4-5, т.-е. возрастал, прини- 
маеть вс значещя, неменийл 1 (340) 

6°. Отрёзокь ОН непрерывно убываетъ до ОВ, т.е. до ра- 
друса, представляя, при положевми точки ЛИ, достаточно близкомъ 
къ А, сколь угодЕо больтюй отр®зокъ. Олёдовательно, косеканоь 
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: он 
бути, будучи, по опредвленю, полообиивльныме и равнымв 2, 
непрерывно убывает» отё --с2 д0 1, т-в, убывая, приинмаеть ве 
зиаценая, иеменуийя 1 (340). 


354. Изифнещя значений тригонометрическихь элементовъ 
дуги при ел возрастал к зо вторемъ квадрантв.-_При иепрерыв- 


ов возрасткийи дузь в» промежупияь оть 5 д0 т (от 90° до 180%), 


т,-е. при непрерывномъ движения во второмъ нвадравт точки М’, 
представляющей конецъ дуги, оть точки В, т.-е. отъ начала квад- 
ранта, до точка” 4’, т.е. до конца квадранта, имбемъ: 

1. Перпендикуляръ 2'Р’ непрерывно убываетъ оть ОВ, т-е, 
отъ рашуса, до нуля, Олфдовательно, синус душ, будучи полозеи- 


МР 


зпельныма и равпым, ‚ непрерывно убываете от -|-1 06 0, 


2°. Перпендикуляръ М'@ непрерывно возрастаеть отъ 0 до ОА’, 
. до ращуса. Сл®довательно, носинуеь дуги, будучи отричатель- 
29 й 


= 


т- 


ма и равиььме — ‚ непрерывно убысвете отъ 0 до —1. 


3°. Отрёзокъ АЛ” касательной непрерывно убываеть до нуля, 
представляя, при положени точки М’, достаточно близкомъ къ. В, 
коль угодно большой отрёзокъ, Сдфдовательно, заанненсь душь, будучи 

АТ 

этрицательнимь и равнымь ——;—, непрерывно возрастаеть оть 
— < до 0. 

4°. Отрёвокь В5' касательной непрерывно возрастать оть 
нуля, представляя, при положенш точки М’, достаточео близкомъ 


къ 4’, сколь угодно большой отрзокъ. .Слфдовательно, ибтаншенсь 


85’ 


‘душ, будучи отрицелтельнымь и равнымь — ^^, непрерывно убываеть` 


эть 0 40 —®. 

5°. Отрёвокъ ОК’ непрерывно убываёть до ОА’, т.-в. до ра- 
дЛува, предетавляя, при положени точки М’, достаточно близкомь, 
ть В, сколь угодно большой отрёвокъ. СлФловательно, секансь думе, 


будучи отрицательнымь и равнымь -- 2, непрерывно оозрастаеть 
оть — 0 00 —1. , 

6°. Отрёзокь ОН непрерывно возраетаеть оть ОВ, т.е. оть 
адуса, будучи, при положени точки М’, достаточно близкомъ 
въ Д’, сколь угодно великъ. Слдовательно, хосехансь дузи, будучи, 


[27:8 
положеинельнымь % раинымь —_—, непрерывно возрастает» оть --1 
до - ©. 
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355, Изифнешя знамен тригопомогрическихь элементов. 
дуги ири ся позраетанйт въ третьемь квалраптф. у непре- 
рывномь возрастанёи душ вь промежутиь оть к до 3 К (оть 180% 
46 970°), т.-е. при непрерывномъ движешия въ  ретьещь квадрантв. 
точки М", предетавляющей конець дуги, отъ точки А’, Т,-е. отъ на- 
чала квадранта, до точни В’, т.е. до лонца квадранта, имфемъ: 

1, Перпендикулярь М”Р’ непрерывно возрастаеть отъ нуля 
до ОВ’, .-е. до радуса, Снфдовательно, синусь дузи, будучи. отри- 


‚р 
чательнымь и равнимь —^„—-, непрерывно убываеть оть 0 до — 1, 


27. Перпендикуляръ М”О' непрерывно убываетъ отъ Од!, те. 

отъ радёуса, до нуля. Слдовательно, косинусь дузи, будучи опирица- 
Мо: 

эпельнимь`ч равнимь —2.4, непрерывно возрастаеть оть — Т до 0. 

32. Отр8зокь АТ’ касательной непрерывно возрастаеть отъ. 

нуля, будучи, при’ положени точки М”, достаточно близкомъ къ В’, 

сколь угодно великъ. Слдовательно, таненсоь думь будучи положюи- 


Ат 
зтельнымь и равным» —Г-, непрерывно созраставнь оть_0 до --- ©. 


т 

4°. Отр6зокъь ВВ касательной непрерывно убываетъ до нуля, 
причежь, при положен точки Л", достаточно близкомь къ А’, окъ 
сколь угодно ведикъ. Сяфдовательно, котаненсь душ будучи поло- 


88 
‘овитеданымь и равниль >, непрерывно убывает» оть —- со до 0. 


55. Отрёзонь Г: непрерывно возрастаеть отв ОД’, т.е. оть 
радруса, причемъ, при положеши точки 42”, достафочно бливкомъ 
къ В’, онъ сколь угодно великъ. Олёдовательно, секанеь думь бу- 


дучи отрицезтельнымь и равнымь —9=, непрерывно убываеть оть —1 
до. — ©. 
6°. Отрёвокь ОН’ непрерывно убываетъ до ОВ’, т-6. до ра- 


уса, причемъ, при положени точки М”, достаточно близком 


кь А’, онь сколь угодно  великъ. 'Ояфдовательно, хосекано дуть, 
а 


р [22:4 
будучи отрицательнымь. и равноль —- г, непрерывно возрасйнизть 


оть — 0 60 —1. 
356. Изяфнешя значенй тригонометрмчеекихь элементонь. 
дуги ири’ ел воврасташи въ четвертоль квадрант®.— Три непре- 
. 3". . 
`рывномь возрастании душ въ иромежутиь оть -5`. 60 Э= `(оть 270° 


до 360%), тв. при непрерывномъ’ движени. въ. четнерломъ кза- 
дрантВ точки М”, представляющей ковець куги, оть точки В’, 
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т.-6. отъ начала квалравта, до точки А, т.-6. до конца квадравта, 
имемь: 

1, Перпепдикулярь М”Р непрерывно убываеть отъ ОБ’, т.е. 
оть ращуса, до нуля, СлФдовательно, синусь души, будучи отрииа- 


М". 

зпельнымь и равныяь — ``, непрерывно возрасиниетть оть —1 400. 

20. Перпендикуляръь М") непрерывно возрастаеть отъ нуля 

до 40, т.-е. ло радуса. СлЪдовательно, хосинусь дуги, будучи толо- 
о’ 


[2 
т >, непрерывно созрастаеть оть 0 до 1, 


эемпельнымь в равнимь 


3°. ОтрЬвокъ касательной А1'’ непрерывно убываеть до иуля, 
причем, при положеи точки М”, достаточно близкомъ къ В’, 
овъ сколь угодно великъ. СиВдовалельно, знаменсь дуиь будучи 


АТ’ 
отрицательныме и равнымь — — ^^, непрерывно возрастлеть отуь — со. 
д 0. 
48. Озрёзокь касательной В" возрастаетъ отъ нуля, иричемъ, 
при положевых точки М”, достаточно близкомъ къ А, онъ сколь 
утодво великъ. Сяфдовательно, хоманеноь души, будучи отричетель” 


; 


Е: 
ным» и равнымь —--, Непрерывно убывавиь оть 0 до — ©5. 


5°. Отрзокъ ОК кепрерывно убываеть до ОЧ, т.е. до ра- 
дуса, причемь, при положеши точки М'”, достаточно близкомъ 
кь В, онъ сколь угодно великъ. Слёловательно, секансь дузи, будучи 


ок 
полозизипельнымь и февнымь —„`, непрерывно убываеть оть -- 5 
46 1, 
5°. Отрзокъ ОН’ непрерывно возрастаетъь оть ОБ’, т.-е, отъ 
радтуса, причемь, при положени точки М"”, достаточно близком 
въ д, онъ сколь угодно ведикь. Слфдовательно, хосенамоь думь бу- 


. он _ 
дучи отрицетольнымь и равниымь —`^_—_, непрерывно убываеть оть 
—1 № — ©. 


357. Таблица изызиешй значей тригонометричесвихь 
элемшентовь дуги при непрерывиомь возраетани дуги оть 0 
до 2т (оть 0° до 360°). —Предыхужя изелЪдован!я приводять ль 
таблиц, помфщенной ва тр. 277 и полученной теперь инымъ 
путемъ. 

Таблица эта, для области (0, 2*), или, что то же, для области 
{0°, 360°), даетъ; 

1, ТБ дуги, у которыхъ тотъ или другой изъ тригонометри- 
ческих ояементовь равенъ нулю, а именно: 


п = 310180°==0, 


я = 4180°—=0, 
вот 08905 =0, воз 88 — 50897090, 
ко 604590° = 9, 60 5 — 60 270* = 0. 


Секаноь и косеканеь не раваы вулю ин при какой дутЕ. 


2°. ТВ дуги, у которыхъ тотъ или другой изъ тригонометри- 
ческихь элементовъ равенъ == оо, а именно: 


ов — м0, = чала В = ЛЕТО ЕЕ св, 
60480 = 6048 '0 == <, 05 т == с0130° = 5 о, 
т з 
заст == 80690° =: 45 00, Зет == 8609107 == тр о, 
с03ее0 ==60366 03 ==2р 09, 60566 = = е08ес 180% == Е: ©. 


Синусъ и косннусъ не разны безконечности ни ирн какой дут. 


3°. Границы, между которыми изифняется каждый изъ три- 
хонометрическихь олемевтовъ, а именно: 


[12| == 1, 16082] = 1, еже 0, 
|совеся:| == 1, [3621 == 1, вов #| == 0, 


ТАФ ш есть произвольная дуга, 

4°. 1% дуги, при которыхь тотъ ихи другой изъ трагономе- 
трическихь элементовь иметь значене —шахиииш я имфетъ вна- 
чене— шшйшиш, т.-е. тая значен!я, доститнувъ койхъ, при воз- 
растанйи дуги, тригонометричесвяй элементъ переетаеть возрастать, 
чтобы начать убывать, или перестаеть убывать, чтобы начать в08- 
Фасталь. Дуги этн и самые махниииы и пипииаи’ы суть: 


ве = 311908 — 1 (шах), ^ } — 31270 —= —1 (им), 


6080 = 605 0°— 1 (мах), — 6005180 = 1 (п), 
3660 — вев 0°=1 (м), 86 к = 3661809 — — 1 (тах), 
совес = 60806 90° — 1 (ий, совес- 8" == 608е6270° == — 1 (тах). 


Тангенеь и котангеноь не имфють ни пидишиовъ, ни шах 
лециговь, причемъ первый находится въ состояти возрасташя, при 
возрастани дуги, а второй—вЪ состояни убывавя. 
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ГЛАВА УИ. 


Обратныя круговыя функщи. 


83 Е Обращен{е тригонометрическихь эломентовь дуг (угловт). 


358. Выражен задачи. — Задача обращеня какого ни есть 
тригонометрическаго элемента заключается въ слёдующемъ: 

`Нанниу веБ душ, трионометрически: элементь коить тоть 
или друзюй, равень данному чиелу \). 

359. Обращене сниуса и косеканеа. — Дано число у, за- 
ключенное въ траницахь изыФняемости синуса (косвканеа), т.-е. 
принадяежащее области: (—1, --1) [одной изъ двухь областей: 
(—- ©; —Шфи(фь -- )|. Видли (338, 340), что существуеть 
безчисленное миожество дугь, синусы (косеканом) коихъ равны 
данному числу у. 

Требуетоя найти ве дузи, оннусм (косекансы) ноижь равня- 
лись бы этому числу. 

Положимъ, что буква я означаеть какую-нибудь одну изъ. 
вихъ, а буква х— всякую изъ нихь, Изъ опредфлешя синуса. 
{косеканса) слдуегь, что только т дуги имфють равные синусыь 
(косекаись?), концы коихъ, пря одномь и томъ же началф, или 
1° совпадаютъ съ концомъ дуги а или 2° лежать въ концв хорды, 
параллельной Маметру АА’, другой конещь которой есть коненцъ. 
дуги в, ибо тогла и только тогда синусы {косекансы). всякой изъ 
дугь 2 и дуги а имбють, возмветно, одно и то же абсолютное 
значене (модуль) и одинь и тоть же знакъ. 

Но видВли, что: 

12. Только тВ дуги х удовлетворають первому условио (320, 1°), 
которыя ухловлетворяютьъ равенству: 


Г 
—в=10=9.5. 


2°. Только тв дуги х удовлетворяють второму условию (820, 5°), 
которыя удовлетворяють равенотву: 


я-а = +19. 


1) См, 269 и 270 (сер. 278). 
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Итакъ, только пить душ я. имыють синувами (ковекансами) 
данное число у, которыя заключены въ формулахь: 


2=-4-%.0, пара 1) 


тдв @ есть число, изыБряющее одну изъ этихъ дугЪ. О есть число, 
измеряющее длину окрузености, и Ё произвольное цълое. Формузы 
этн могуть быть соединены въ одну: 


189.5, 


тлф а произвольное длое. 
Если за единицу м$ры взята дуга-градусъ, то предыдущая 
формула напишется тажъ: 


(— 11° -- 1807. 4. 


Еели за единицу м$рьг ввята цуга-раданть, то формула пред- 
ставится въ видф: 


14а -- 4. [21] 


. Положныъ, что душ я означаеть наименыиую, по модулю, думу, 
синус, (косекамоь) которой фравень данному чиелу у. Она ле- 
2 


число положительное, и въ области (с, —=} если данный си- 


житъ въ облаети (© 3), если денный синусъ (коссканоъ) есть 


. нусъ (косеканеъ} есть число отрицательное. 
Дута эта, измфренная дугою-раданомтъь, обовначаетея симво- 
ЛоМЪ: 


ахсату, (ахесозес у). 
Итакъ, символь: 
атезту, (&гс608861,). 


ознащайнь наимензиитю, по модулю; тронометрическую` ду), синусь 
{ковеконоь) которой равень числу у. Дую эта лемошть въ область 


(о, 5), если у веть число ‘положительное, и въ области (о, —5), 


вбль у есть число отрицалтеленое, 

Замтимь, что въ ващдой изъ увазанныхь областей не суще- 
ствуеть другой дуги, синусъ (косенансь) которой быль бы равенъ 
данному числу уг 
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Означивь веявую дугу, имзющую синусомъ (косевансомъ) 
данное число у, символом: 


((атов1ту)), — [((агсоовесу))}, 


на основашн формулы [21] получимъ: 


(ахезши))=(— 1азеыту- т, ((атсеовесу)) ==(— 1) акесовесу-{-47. 


ПРимМЗРЫ. 


ы =, мои И = ато = 


1, алемв0=0, ахсча 


атовт 1 = 
=>. 


т = У? х 
ь _ 

32°, атозшо=0, вис ( 8) в, р )= +: 
") = 

р 


—з, 


висат ( 


ы 


э. 


ато атозш(— 1) 


83°.  атсс05ес1 = -|- 5 ‚ 2г660886 зуз Е ‚ 81660366 Уз= т . 


аобовоо =, атс ео5ес(-- <) =0. 
4. 2гес08е0(— 1) = ы , влево 2у3) =_= В 
2 . 8 Е 
атс с03ес (— 2} =— = ‚ атесозев(— 2) = 5 ‚ вгсе08ве(- о) =0. 
Символъ: 
атсзйи (в112), [агосовес (с08ее4;)], 


означаеть неименышукю, по модумо, тулионометуическую дуцу, синус 
(восекансе) которой равень синуеу (косеканеу) душ =. 

Если х есть наименьшая, по модулю, тригонометрическая дуга, 
синусъ (косеканоь) которой равенъ зто (05665), то предыдупий 
Символъ, по его опредВленю, равенъ =. 


ПримфРЫ. 

12. этезш (а =) = агози [ь | =] = 
. 8)= 5) |= 

®. агесозес(созес 345”) == атс совес[ созее( — 157 


360. Обралщен1е тавгенеа в котаптгенса. — Лаво число у, 
заключенное въ какихь ии есть границахь, Видёли (340), что 
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существуеть безчисленное множество дугь, тантенсы (котангенсы) 
коихъ равны данному числу у. 
Требуется нагйпи веб дуин зтаниенсы (котанленсы} коить равня- 


лись бы этому числу. 
Положимтъ, что буква а означаеть какую-нибудь одну изъ 


них и буква 2 ВСЯКУЮ ИЭЪ нихъ, 

Изъ опредхеня тантенса (котантенса) слдуеть, что только 
тв дуги имЫюоть равные танхенсы (котантенеьы), концы коихъ, при 
одномъ и томъ же начал, или 1° совпадають съ концомъ дуги &, 
или 2% лежать въ концф даметра, другой конець котораго есть 
хонець дуги а, ибо тогда и только тогда тангенеы (котантенсы) 
всякой изъ дугь х и дути с имЪють, совыотио, одно и то же 
абсолютное значеве (модуль) и одинъ и тоть же знакъ. 

Но видфли, что: 

Ф. Только 18 дуги х удовлетворяють первому условйю (320, 1°), 
которыя удовлетворяють равенству: 


в-в=-40=2.0, 


2. Только т дут 2 уловлетворяютъ второму условю (320, 3), 
которыя. удовлетворяюч равенству: 


х—в= (21 -- 15. 


'Итакъ, иолько ть душ х имыють зтаненеами (котатенвами) 
данное число у, которыя заключены въ формулать: 


2=4--2.2, аа (8-10, 


здь я воть одна изь этить дут, О веть число, измортощее длину 
овруженоети, и произвольное цтлов. 
Формулы эти могутъ быть соединены въ одяу: 


с 
#=в--4. 5, 


тд а произвольное пфлое. 
Бсяи за единиду ыфры взята дуга-градуеъ, то предыдущая 
формула напишется такь: 


= -180°, а, 


Если за одиннцу м®ры взята дуга-ращанъ, то формула пред- 
станитен въ вид®; 
`в=а--4т. [22] 


25* 
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Положинь, Что ду я означаеть наименииую, по модулю, дуцу, 
знаненсь (котанленоь) которой равень данному числу у. 

Дуга эта, измфренная дугою-раденомь, обозначается вим- 
воломъ: 


але у, (втсво у). 
- Йзавъь, символ: 
ав, (2г600%5 4), 


ознамаеть наименьицую, по модулю, тидионометирическую дузу, тан- 
занвь (копиииенсь) которой ровень числу у Дура от лежит 


въ Области (© =), вели число у полозеительное, м въ области 


= 
(о, —=) если имо у отрицательное. 


Замфтимь, что въ каждой изъ указанных ‘областей не суще- 
ствуеть другой дуги, тангенеъ (нотангенсъ) которой равенъ данному 
числу у. 

Ознамивъ всяную дугу, имфющую тантенсомъ (котантенсомъ) 
„данное. часло у, символомъ: 


((атееу)), Квлесониу))}, 
на основани формулы [23] ножучимт: 


((аксёву)) = атбву-- т, ((агссовеу)) == атесову -[- #я. 


ПринзРЫ. 
т. ешо =о, меш га ‚с дуеёвТ я ‚ асвИз = : , 

ато -- со = 

«(У -_= = 
2,  2г0680—0, ато ( Е. ) —=, ат (— 1)=- с, 
атс уз) т, атее(— 00) = :. 
В 
8. агосо48 (0+) = 6 7), атесйв (3) з, 2160041 = 2, 
эсесой Уз: ы ‚ атесов СЕ 5} == 0. 
ы УЗ я 


4. воно = 9), шее (-К) =, 
= 


атосов(- 1) 


у аиссоые( Уз) =-3, вос 5) =0. 


1) При достаточно малоиъ моложииельномь & число « будеть сколь 
угодно малое положительное число. 
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Символь: 
27665 (62); [2г65085 (6015 2)], 


означаеть наименмиую, по модулю, трионометрическую душу, таатеноь 
(котанзенсь) которой равень танленсу (котанаенеу) душь с. 

Если х есть наименьшая, по модулю, тригонометрическая дуга, 
хангенсъ (котантенеъ) которой равелъ 4х (сова), ‘то предыдущй 
символ, по его опредфленно, равенъ х. 


ПримзРы. 
1. ато ( 
2°. атесове (совх 150°) == ате ео [соёв{— 30°] = 


361. Обращен коспнува п секанса.—Лано число у, вавтю- 
ченное въ гранидахъ изыёняемости косннуса (секаиса), т.-е. пря- 
надлежащее области: (—1, --1), [одной. изъ двухъ областей: 
= Пи (+1, +=) 

Видёли (339, 341), что существуеть безчисленное множество 
дуть, косинусы (секансы) коихъ равны данному числу у. 

Требуется найлих веб дуги, косинуеы (секанвы) коить равнялись бы 
этому числу. 

Положим, что буква « означаеть какую-нибудь одну изъ 
нихь, а буква 2 ВСЯКУЮ ИЗЪ НИТЪ. 

Изъ опредфлешя косинуса (соканса) слЁдуеть, что только т 
дуги имЪють косинусы (секансы), равные косинусу (секансу)” 
дуги а, концы коихъ, при одномъ и томъ же началф, или 1% 60- 
внадають съ концомъ дугн а, или 2° лежать въ кониВ хорды, 
параллельной щаметру ВВ’, другой конещь которой воть конец 
дути <, ибо тогда и только тогда ковинуеы (секансы) всякой изъ 
дугь 2 и дуги а имфють, совмфотно, одно и то ще абсолюжное 
значен!е (модуль) и одивъ и тотъ ще знак. 

Но вадфни, что: 

1°. Только т дуги 2 удовлетворяютъ первому условно (320, 1°), 
которыя удоваетворяютъ равенству: 


25. Только т дуги х удовлечворяють. второму-условю (320, 2%), 
которыя уловиетворяють равенству: 


в а=10: 
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Итакъ, тольхо уиь душ $ илимюте косимусами (секамсами) дан- 
нов чивло у, которыл заключены въ формулах: 


в=«-- во, #=—@а-- 0, 


адъ @ есть одно изъ отижь дут, С есть число, измьриющее длину 
окружности, и № произвольное цтлое. 
Формулы эти могутт быть соединены въ одну: 


тдВ а произвольное пЪлое. 
Если за единицу мёры взята дуга-градуеь, то предыдущая 
форыула напншется такъ; 


д === --360°. 4. 


ели за единицу м6ры взята дута-ращанъ, то формула пред- 
ставлтся ВЪ вид 


“т=Е-Еа-- ат. [23] 
Положимъ, что душ а означает наименыиую поломеительную 


душу, косинуеь (секанеь) которой вавень данному чмелу у. Она 


Ы 
лежить въ области (о, =}, если данный косинуеъ (секаноъ) есть 


число положительное, и въ облаетя (>, *), если данный косинусъ 


(севансъ) веть число отрицательное. 
Дуга эта, изм8ренная дугою-раманомь, обозначается сим- 
воломы 


8166059, {агсзесу). 
'Итакъ, символь 
агссозу, {атсзебу), 


означаеть нашненышую полодбителаную думу, косинусь (векане») ко- 


я 
зторой равень числу у. Дура эта лежать въ области (©, +5), воли 


`У есть число полодеительное, и въ области (- 5, =), если у есть 


число отрицателаное. 
Зам тимтъ, что въ каждой ‘изъ уназанныхь областей не существуетъ 
другой дуги, носинусъ (секансъ)‘ноторой былъ бы равенъ данному числу у. 


— 385 — 


Означивъ всякую дугу, имвющую косинувомъ (секанеомъ) 
данное число у, символомъ: ` 


((аговову)), — [((аховеся))], 


на основан формулы [23] получимъ: 


(210 6084/)) == == агесову -[ 341, ((агсвесу)) = 
ПРимРы. 
п Е я Уз _= 
1°. 2166090 = 5 27605 р 5 1 2гсс08 р 6, 
2166031 =0, 
2. 21766050 2 ‚ 816005 (- 1) в В агосов ИЕ ) 
‚ йтве08{— 1) = 
3. 3) > агсзво (Уз) т, 
= 
3, атсзес(-- ®) =. 
№. ахсвео(— «®)= =, 21ге3е6(— 8) =-- 2" агсвее(— Уз) — 3", 
2 3 4 
атозес (— 2) = 2, 216566 (—1) ==. 
Симзоль: 


216608 (208), [атозее (веся)], 


означаеть наименииую пояозентельную тутионометрическую дуцу, ко- 
синусь (ввнансь) которой равен ковинусу (секанеу) душ . 

Еели х есть наименьшая положительная дуга, косинуеъ (ев- 
кансъ) которой равенъ созя (5664), то предыдупй символъ, по его 
опредёленю, равенъ 2. 


ПримъРЫ. 
12. 9т6 606 [6 = #6 605 (ет) 
” 8 8 
2. атсвес(5ес345") = втозес (зво167) =. 


362. Обратныя вруговыя функвн.-—_КаБдый изъ символовъ: 
(1) сыра, атееовт, алофеж, атосоа, атовеех в ато совет 


представляеть фуннцйю аргумента 2, ибо, по опредфленио указанныхъ 
символовъ, даиному значению аргумента отвфчаеть одно опредф- 
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ленное зназене символа '). Функди эти носятъ, соотвфтетвенно, 
назван!я; арнсинусъ », арнносинусъ =, арнтангенсъ <, арннотангенеъ 2, 
арнсенансь х и аркносекансь 2. Обдасти аргумента, для которых 
каждая изъ этнхъ функщ опредбдена, и области значев!й, при- 
нимаемыхь каждою изъ функц, суть: 


т, ТР оо +7; 
р] 2 
20. = = абс; 
3°. о == о, < меща--5: 
{4) = = 
45. 02, — р ава о; 
5, 2—1 = 0 = эзмае а; 
| 56°. 2=—1 #21, — 5 атооовоя + .. 


Если въ трагонометричесвихь фунющяхь; 
(2) За, 0085, 1602, со, ввоз, совесх 


огравичизгь области аргфыентовъ, соотвтотвенно, неравенствами: 


12. 1= та=фь 
20. —1= ебзжфЕ 
| 83°. —2 = изо; 
(в) 
4". — о = 0+ ®; 
52. 87==—1, Бест -|- 1; 
| 86°. 603665 =— 1 созда 
то увидим: 


Ъ. Область артумешта чаздой изъ фупиийй (1) евть область 
соотвтетвениой этраиопометрической функайи, и’ наобороть. 


Тавъ, напр. область аргумента для функши атозшя такова: 
—1=2=-1; 
та же область веть область тригонометрической функщи: зша. 


1) Исключеше составняеть фунешя атосошя для 2-0, ногда она 


имфеть два зналешя -—- з п + = ›. прачемь Нилов (0 — =) == — = 


Г шале (0-- 9 =-- 1 
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Область аргумента для тригонометрической функц? зесх 
такова: 


== 


та же область есть область фуницм атевесх ит. д. 

25. Поли для значешя силументе, ровно @, зиочете той или 
друюй изъ функий (1) равно Ъ, то значете соотаптетвенной зпрн- 
зонометрической фунеци, при =, равно именио а, и наоберотъ, 


Такъ: — атс8й 1 ти 2“ — 1, ин бороть; 
: в 6 в = 3’ и наобороть; 


ах (- = и п наоборотъ, 

атесовес (— ©}= и 608260 =--х, и наоборот; 

агссозес(-- о}= 0 и 603ес0 =--®, и паоборотЪ; 
атс соо > и со —0, и лаоборотъ. 


3°. Даждал из» функций (Т) и воотвимтотвенная ей тригоно- 
метрическая фупошя суть, совмтетно, функии возрастаюния или 
Убывающия при возрасти арзумента. 

Тавъ, натр., ФунЕц1я: агозта, при возрастави аргумента оть 


Ы 


—1 до --1, вовраетаеть отъ — 5. © +5; въ то ме время функщя 


ша, при возрастан!и аргумента оть —= до -- 5, вовраетаеть 


оть —1 до -- 1. ФунашЯя агсеозл, при возраста аргумента отъ 
—1 ю --Ъ убываеть оть -- т до 0; въ то же время фунвщя 
6052, при возрастани аргумента оть 0 до до | т, убываеть отъ 
НЕ о —1, 

Велждетые указанныхь свойств каждая изъ фуикшй (1) на- 
зывается обратною соотвфяственной тригонометрической функции, я, 
наоборотъ, каждая изъ тригонометрическихь функ (2) называется 
обратною соотвытственной функши (1). 

Фунющи (1) носять общее назван обратныхъ тригонометриче- 
скихъ ижи обратныхь нруговыхъ фуннцй. 

363. бложныя тригономегричесвя функцих. — Положимь, 
что въ тригонометрическихь функщяхь: 


(®) ау, сову, 40; со ву, зову, б03ееу 
аргументъ у предетавляеть какую ни соть изъ функши; 


(2) атсяшя, атосовх, акебех, атособел, атевест, агесовеся. 
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Покащемь, что каждая изъ фунншй (1) есть алгебраическая 
фуннщя аргумента 2. 

Остановимся на функщи зту. Взявъ посидовательно для у 
каждую изъ функщи (2), получим: 

19. ил (ага) ==. И въ самомъ диф, если улет, 
70 #== пу == зи(агсаа). 

2°. уа(атесова) =--И12Тай, И эъ самомъ дфлф, осли у= 
==аг6с082, ТО с03у=х И туз (8160082) ви #7, при- 
чемъ корень долженъ быть взять со знакомъ -|-, ибо у == 1):0608 
чежитъ, по опредфленио, въ области (0, *), и, сифдовательно, зву 
всть подожительное число. 


3°. виакея) =. 
Ут = 
== ато4е то Чву==х и эту == ял(агс я) 


И въ самомъ дБ, ебля у= 


причем 


ОЕ: 
: , 

Ут 
У корня должен быть взять знажъ --, велдотве того, 930 зшу ня 
всовыЖетно положительные и совыфстно отрицательные, ибо если 


эсть положительное число, то агсех лежитъ въ области (, 5}, 
и, слБновательно, зт(агс45а) есть положиченьное чнело; если же 2 
эоть отрицательное число, то атс{8 х лежить въ области. (о, —5), 


и, сабдовательно, зп (ахгс&вя) есть отрицательное число, 
ОН 
ВИ - 
1 
1 


==аутесо48х, 10 сОБу==Е и Шу -=Зщ(агссов а) == — 
у та 


причемъ у корня долженъ быть эзять знаюъ -|-, ибо зшу наз ©0- 
вифетно положительные и совмфетно отрицательные. 


49. зщ (атс) = . И въ самомъ дви, если у= 


| #1 


5°. зт(атевееа) 


. . у и 
—=агозест, то зесу=х и мтуз=зи(атенеел) =-|- => причемъ 
у корня долженъ быть взять знакь -|-, ибо у-= ат6з6сх лежить, по 
опредфленио, въ обхасти (0, *), и, слЬдовательно, ту ееть положи- 
тельное число. 


. И въ самомъ дфлв, если у-= 


62. зв (атсс0вео 2) =. Й вь самомъ дёлф, если у-=агсс05е6, 


: : 1 
то совесуз=т и зту==5 (16603662) = = 
Итакъ, слёдовательно, ныфемъ: 


эт (ато т) = 2, в (ага) = —_, &и(агеее 2) = У = 
Ира 
. В т : 1 
вт (атсс032) =: ‚ за(атесоюя) =- =, 816608662) =-—, 
эт 2 


811 (агс 3112) = 


а 
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тдф при кажломь корнф долженъ быть взятъ знань -|-. 

Результаты эти и докавывають предложеще относительно 
функция 510 (8108104). 

Повторивъ разсужденя отиосительно каждой ивъ фуивщй (1), 
прилемъ къ слфдующей таблиц, доказывающей предложене отно- 
сительно каждой изъ указанныхь функшЯ (см. таблицу иа стр. 390). 

364. Упралвнешя, — Предлазаемь показать, что символы; 


вт (2 атс), т (2 60035), 205 (2 аго 51ь2), 605 (29166082), 
т (225 =), 18 (2 мезщх), 60566 (2 аге с05ее%), и т. п., 

Эш (3 аг03112}, зв (8 агсс05х), 608 (8 2168115), 60$ (82766052), 
: (1 : 1 В . (1 1 

п (: акозш =) . 95 (те за з) ‚ ($ атобовя) ‚ 95 (атосов =|, 


(+ влево), Чаи ({ихосова), “(; ге =), 8 (ытовища) 


оредстовляють алгебралческя функциг и, и найти выражев!я для этихь функций. 
365. Фуннц!и: за (тагезих), зи (тагеоозх), со5 (тагезтх), воз (птаго созх),/— 
Имфан (283) слфлуюния формуле: 


я—1, 


зна (уу) = (0), в08*—‘увту — (9), с05*Зув?у 1 (9), 603" бабу —,.., 


603(яу) = (#2) во5"у — (1), соз""Зузтау -- (9), 03" —И5чу— 


а 


гАЪ ® есть произвольное палуральное число. 
Положивь въ пихь послфдовательно у—169114 пу = 17060552 и привявъ 
зо впямав!е, что 


ь. з#1(агсс0за) = Ит— , 608 (дез 2) =Ит— 


подузиать: 


зо ватезтя) == (9. л — 28)" "ИТ а)" а ат яв 


О (Ут а" +) у аи" 


бов (патениа 2) == ад. (Ут?) ИТ ИТ. 


сов(лнатс 60622) = (идя — (пав аа) Ты а-я .... 


Равенства, эти говорять 


1°, Фувийя свсв(лахесоз я), при волкомь в —четномь и нечетиомь, пред- 
ставляето чъаую функийю ариументе а степени п. 
Озналим» эту пзлую функцио символом; {(2) н похажемь, что 


608% ((2г60032))] — {(®). 


‚ 608(2т6608%) ==, 


| 9 атс 276509 х атс атесоих | атсзест | агсс03ест 
—__ Е | 1 1 1 
. —=— 2 — 1 —_ 
эт ы 1 — 2 У! -- # | хит У д? я 
. . . 3 
60$ И! — = 1 = г 1 У! —_—1 
У! = 1+ 2 ал 
от 
2; о 1 
__“ 1—х 1 | 
‚ 2 : —-. ея — Ен у! —— у _ 1 
. И — 2 Ея я 22 рн 1 2 > 
ии дд > 
1 | 
Е 
И! — 2 —— ви у 1 
с р И! и: 7 И 1-1 ФИ 1 
| 
| —__ | 
1 1 1 ы — 
ес — 1+7 1--— 5 1. 
ИТ ВЕ Уз 2 У:—* 
с03ес- | 1 и ИТ + У: у — о д 
= И = 2 У тя у 


Ве корни, входяпце въ эти формулы, суть положительныя числа. 


— 391 — 
И въ вамомъ лВаЪ, пыфли (361): 
((2206085)) = 262 = агесозл, и((атес082)) = Зийк == #706099, 
откуда, 
05 [((ахес037)У] = 608(%27660545) == (2). 
Равенство это позволлеть ршлть уравнеяе: 
= 2) 
ибо оно говорить, что кории этого уравнения н уравнев{я; 
60$[22((2706052))| =0 


одиваловы. Но послфдиее уравневе даеть (201, Б): 


8 (аге0085)) = (2 +3) я, откуда (5г66052)) = (+ +3) 


п, саВдовательно, 
Т\ т 
вов | (+3) =|, в) 


тдЪ В произвольное илов. Выражеше (8) и предетавляеть ве корни уравне- 
юл (2), по только въ ‘тригопометрическомь вид. Ово ‘пыфегь, какъ зегко по- 
казать, и различныхь значений, поторый - получимъ, равая бук & значеня 
0,1,2,..., #— 1). 

шоазы— 


608(5а106052) == 1628 — 2052 -|- 55, 
605 багес0з2). = 3225 — 489 -|- 189 —1. 


Слфдоватезьцо, корнп ураввени: 


16° — 90а -- 5550, 804 — 4854 | 1842 —-1:=0 


суры, соотвЪествепио, значеня слфдующихь выражение 


«у, «0 


Довая буквЪ № въ первомъ пыражешиг значения: 0, 1, 2, 3, 4 5, а’зо- 
второмъ — значевя: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, получим, для корней 1. го уравнения, 
числа: 


сое" 
205 1 , 208, 
в для корией 3-го уравнетя числа: 
= ов оз бт 
9082, 9815, от. 
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Замтимь, что 1-е уравиеюе р\лнаетсл весьма просто алтебраическл, 
пб одийъ пзъ его корней равень пуяю, & остальные четыре, будучи порпямт 
биквадратвахо уравнен: 


16 — эй 5520, 


суть 


Сопоставаяя алеебраическйя выражен!я корней съ тригонометричесваии, 
вайдехь: 


ы ° 5+И5 
203-10 608 18 8 


Отсюда, легко кайлемь: 


АУБ 
ы 


эт1 36° = 


Прлявмая во внпман!е, это 51118? представаяеть отношене, въ радует, 
половины хорлы, стягиваощей двойную дугу, т.е. дугу въ 867, т.-е. половины 
хорды, представляющей сторову правильнаго вписаннало десятнугольника, п 
обознаянеь эту сторону буквамя а, получпьр: 
1+5 

р . 


арт. 


“ИРА 


Формула эта, извфотнол изъ геометря, указывает па стособь по- 
строен, цирлулемь и липейкою, стороны правильно вписанноло десятинуюль- 
ника и, слъдовательно, раздълейл окруэкности на девжть равпыть частей. 

Звачене ‘для 3136° даеть выражене для стороны празильно винеаннаго 
мятнугольвика. Обозначиеь ее букзою п„, полузиыт: 


ИЕ 


алая, 


отнуда 


Легко показать, что 


т.-0. сторона правильно вписанноло пломузольника равна зипотенузь прямо- 
злольнаю треуюлъиико, катеты которао равиы сторонь правильно вписан- 
чело десятицлольница и радфусу. 
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, 2. Фуницал соз(лгся шт) иредставалеть, при т метномь, илую функ 
0 стетени т, 
Означимь эту ифлую фунецио спмволомъ: {(=2) и покажемь, что 
воз [22 (гс) = (2). 
И вь самомъ дётВ, пыфди (859): 
((тезт=)) ={— 1ретоят а т, (хентая) =(— атс + яйт; 
откуда, при # чегномь, 
воз[2 {((агозша))] = соз(ватознь) = (2). 
Равенство это позволяеть рёшить уравнеше; 
ео 4) 
ибо оно говорить, что кории этого уравнешя п уравнен!я; 
соз(и((атсвщае))] =0 


одинаковы. Но послёднее уравиев1е даегъ: 
(влет) = (* + $) *, откуда ((атс9)) = ( + 3) = , 
п, слфдовохельно, 
ам [с +3) р 6) 


гиф Ё произвольное ифлое. Выражен!е (5} п прелетавляеть вс корни уравне- 
ня (5), но только въ тригономехричесвомь вилф. Оно имфетъ, ваз легко по- 
казаль, ® разхичпыхь знеченй, которыя получиыъ, давая букв? # зналеня: 


012...,5 пира... 


ПРЕМЗРЫ. 


соз(4атезтя) =  8— Ве-Ь 
<оз(ватсзша:) == — 8958 4- 481 — 182? --1. 


Олфдовательно, корни уравненя 
82 — 87-10 


суть значешя выражения: 


ва [(#+5)-=]. 


— 8394 — 
Давая бука? # звачел 0, 1, - 1, —2, вайдемь сзблующе корни 


= 35 


Зв ше. 
Е 8 


Зазетимь, что уравнеше рЪфишаетол весьма просто алгебранчески, пря- 


чемь кории его суть: 
1 
= 
= ? У 


Сопоставлия яазтебранчесыя выражея корпей съ триговометрическимит, полу- 
Чаиъ: 


зы а 


ат яыбУ = + У о+Уа 


3°. Фунныл зш(пагозиоа) представаяеть, при п ненетномь, чльлую фупк- 
йо степени т. 


Означим» эту дёлую фулклио сливоломь: $2) и покожемь что 


вит [®((атс515))} = $9) - 
 в5 самохь дн, ныли (359): 


тевшя) == ТАаговще - В — и(атбчнай) ТУ патента + идя; 


откуда, при я печехпомт, 
зе [92 ((ате 51 2))] = эт (илгез0) = ©(2). 
Равенехво это позволлеть решить уравпеше: 
®(2) =0, (6) 
ибо оно говорить, что корни этого уравневя п уравнеши: 


зи [и (алтея) = 0. 


оялнаховы. Но послфкнее уразнелйе доюиъ (201, А): 


вагозщь] == ва, отирь (ото), 


п, слфдовательно, 
. Я 
о, ®) 


глй # произвозьное дфлое. Выражеше (7) и предстаяляеть вов корци уравне- 
ий (8), но только въ тригонометрическамь видф. Ошо пыфетъ, какт легно по- 
казать, ® разлизвихь зназешй, которыя получлытъ, довал бужвЪ К значение 


2—1 


О, 2, 


= 395 — 
Примвет, 
за (бат) — 1647 — 2023 + 52. 
Слфповажеяьно, корни -фравнен!и: 
16° — 202 + 5д==0 


суть значошл выражения: 


Значен эти суть 


во, =, зе. 


вщ (ато 6052) 


4. Фунтая представаяетв, при бсякомь в — четномь в 


нечетнома, чалую функцию степени (в —1). 
ПРимуры, 


310 (Затс с02) а 511 (40760055) 
А = 4 —1, = 
Из И 


Озваяие» зу фупьщно символомы: {(#), покажамь, что 


8—4. 


И въ самомъ дл, пыфли (361): 


((агсооза)) = 9-5 6084, #((агсо0ва:)) == ЭВия -Е пагобози, 
отазжа 


зи: (атесоза))] _ Е 3 (%атов08я) 
Уз И 


а), 


970 п хотли показать, 


$ 1. Теорема оложевя обралныхь нрутовыхе функций, 
366. Сумша: агезия -[ агезту.—Раземотримъ сумму: 
зтеяшя + агевшу. (1) 


` Слагаемыя этой суммы удовтетворяють, по опредфленио, слё- 
дующимъ услоыянъ; 


= . = я . х 
— 9 < мет = Ро, — озу = Ро. 


КУрО» ТРИГОНОМЕТРИ. 26 


— 396 — 


Сама сумиз (1) удовлетворяеть, олёдовательно, одному изъ 
услов: 


— = аезши-| атозту == — 5 [6 
2 жааония -аховшу = -- 5, [0] 
= == або -- атезшу == (®) 


Извфотно {234}, что 


зиагстя -[ агезйа у] = 51 (атеят я) 0$ (ауезту) - с05(2гс512:} 91 (466014); 


ко (363): 
эр (ато 2) =, соз(атсвту) =У1— 9, 
сов(агезные) = УТ— 47, эт (агозту) ==; 
сибдовательно; 


вт [атозтле -- алозш] == 2ИТ- У РУУТ 
= зп [ахевт(2ИТ 


у 


Соотвфтотвенно неравенетвамъ (а), (5) и (с) равенство это 
даеть: 


атезтя -|- агозту=— = — атовиь (#1 —уЗ--уИ1Щ а), 

[42] | втовтию -- атоянну == атозда (4/1 — у’ --уИт =), © 

агсвша -- аховту == — агез (Из уу). ©) 

Равенства эти выражають тавъ называемую теорему сложеня 
функцИ: агезто и агезму. 


Особаго вниманя заслуживаеть равенство (5} *). Замфтииъ, 
что въ случаф (5) функийя: 


0$ (авезше -- акозшу) = ИТ (И ау 


представляетъ положительное число. 

*) Равеиство (6) аналогично равопстиу: 1оба-- юву-=105 (6), отбоси- 
щемуся вл хогарпемамъ, Равенство это можеть быть ‘доказано таниыт обра 
зо: пазовемь осповатйе логариемовъ буквох 4; тогда: 


а — 08, И. у, откуда 10а -- ву ==108 (49). 


— 897 — 


Примзры. 


м. шо (И) она (- И) инь (ИИ) 


2 2 
— РИ 
2. азов (1) ие.) = тез ( 9+2), 
Уз у) ==п — аези (8+ Уз). 


3". алой ( р ) Зеврови( р 


'ИзывнивЪъ, въ формулахъ [42], у въ (—9) и принявъ во вни- 
мате, что агсуш{(— у) = —агсвшу, покучимъ формулы для разности: 
атсата’— атовшу, 42 
аналотичныя формуламъ [42]. 
367. Сумма: аисзтх -|- агс 0057. Покажем, что 
зисвте Равенне. [43] 


И вь самомь дёлВ: 


1°. Еелн 2=0, то формула [43] повфряется непосредственно, 
2. Еслы 20, то 


0 < алезшх - атесова < т, 
Имни (234); 
в (агозта -- 8706032) —= 1 (вто 2) 608 (агссоз а) | с08 (атсз19:) 511 (аге 032) 
=@-+уа-=а-я=а 


Принимая во вниман!е, что дуга: (атезша -Г агсс032;) зажлю- 
чена между бит и Что единственная дуга, заключенная въ этихъ 


границахь, синусъ которой равенъ 1, есть э., находимь, что 


. = 
агозта -[ а160082 =. 
А. это в требовалось докавать. 


368. Сумша: агссозх -[- агосозу.—Приаимая вб вниман]е, что 


Ы 


т 


21с0038 ==-) — ато5 ша, 5160089 = 5 


этсэшу, 
получаем: 


ахс сов -[ акосову = = — (атезшя -Р агсзуу). [44] 


26% ^ 


— 398 — 


369. Разность: агс6055 — агсс0зу.— Принимая. во. внимание, что 


я : ы й 
атс возх ==. — атома, 210008 25-5. — асы, 

получаем: 

[45] 216003& — атссову == -— (атозшя — агову). 


370. Сущна: аге цз -- агс\ру.—Разомотримъ сумму: 
ахсея -- аго(ву. 


Олагаемыя этой суммы удовлетворяють, по опредфленио, слё- 
дующимъ условытыъ: 


ы = 
Баева, р као ву-- = =. 


Сама сумма удовлетворнеть, слдовательно, одному изъ условй: 


— к овя Раву«— = (п) 
— т моще-Раливу «РЕ, (9) 
+5 ато Равиву «ет, ®) 


Извветно (236), чт 


Чаагощя) Е щетешу) 
1 — ‘влаге (игову) 


= Я = =\ [ве ри ]. 


#5 (атева мову) = 


Соотвётетвенно неравенотваяеь (1), (5) и () равенство это 
даеть: 


отера - аому= фк ие В , ® 
48] атори ао == ато 2 ан, ® 
тори аешуяь праге ее :. (®) 


Равенетва эти выражеоть тажь называемую теорену сложеня 
функ: агс49х й агсву. 


= 399 — 


ПРимвРы- 
этеш (-из)+ вов (— Э= = рев и —*-- ев (2 + из) В 
шеи) +1080) мы =аов (2413), 


мов (Из} {ато ео = ше ( 2—3). 


Изынивъ въ формулахь [46] у въ (—у9) и ириняеъ во вни- 
мав!е, что ато (— у) = — агейеу, получимь формулысдия разности:: 


аси — атс [46] 


371. Унражненя. 


. Показать, чго ате 8 = = Заг-. 


№ 


В : : 1 
Найти зпачея!е для з1 (го ви + агосов-) . 


ыы 


И 8 . 8 
Показать, тго атезеао- == вхевиь---- агоаш-уу 
. Найти значен!е для 11 (атс 9 |- атесова). 
1 
. Показать, что’ аге ` + ато а ато г ат 8 4 ` 


ь 


я 


> 


_ь ъ— 
Показаль, что зге аа == агер = -- атс еее 4 эго с. 


Показать, что чате - — ато ею = = . 


ы 


`Найго зназене для 5 (бош + ага 4 ахе а —= ) . 


. Подозьть, что анов [СУ Я-то] — вне (Уз — ава] == ао (вала). 
10. Жоли 3—0, о = Зое. 


[- 


И. Показать, что ув ато совее -. 


82 
12. Показать, что аге. эт + ат; ‘+ атевн 16 в= == 

1 1 
13. Понозать, что Загс = -- атов ро — 2768 товБ- 


14. Показать, что ахоя а) - з. 
ИЗ Уз 

15. Показать, чко (олова) = 2 (огобеа -- ато та). 

16. Похазиь, что ге (-3-1424) ато (оо 4) + алочиооци 40. 


. 25 = т @ т_1 в 
17. Показать, что & «(1 + 5 2760085 -+( < э_ 276608. ). 
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38. Поназаль, что 


ы 1 $ ь 
5 овес (З-ам 1) { р зе? (= ато а) ао @-э. 


РЬшить олблующя уравнев!я: 


19. повиени- . 
2 4 
2% 


20. атсзиь и та НТО =мева. 
21, ага (я) --агонии алена (е--Т)=талов и, Отв, #320, =. 
22: этсыш 22 — атовша ИЗ = озщя. Отв. #—0, = . 
1 1 1 1_* ‚461 
23. ато - Зато 6 5 ао тв; 1. Отв. & 5‘ 
24. зтаатсоов[оощ ато =0. отв. а=-1, =(25У2). 
1 1) 1 , . 
25. тов в—1 а агс8 #—я+г. Отв. 2 ы а #1. 
26. Зав атев Е аге а . тв, в, 
2-Уз ы 


372. Непрерывность обратныхь хруговыхь фукьий Коли № воть до- 
сталочно малое, по модулю, число, то числа: (#--й) па совыфетно положи- 
тельных и совмотно отрицательных, а лотому: ` 


—-- = мода +) — о эпо=-+- = т, 


2 


На основав сихъ норавенотвь и лринчмая во внлмане формузы: [42'], 
[45] п [46'], получим: ^ 


агозш (#-- #) — агсчия= — атеыи [© + >) у1— ая —=Ут— (#11, 


ате 8 (2--) — мо ща= ге Ш ЕВЕ, 


=оате (2-2 В) — гаи -- р 2). 


2г0608 (2-Й) — ат6е03# == — мет (2 +Ви1- —=У1 —@ 5]. 
Равенетва, эти, очевидно, справедливы и при # = 6. 
ЗИ вБ садодь ХЫЬ ск 20, 0—2 «оыояи(е 50, 


_ ыовше хо, хи, саяфдовательно, — = = атеыщ(л --#) — агозпу == += 2; 


если #.> 0, то 0 = атевних -- #) = =, 0—5 сша == =, п, сяфдовательно 


. = . . ® = 
опять, 55 = вт (с +1) — иозшя == 5; вели и==0, то == 


экатовшй = + = . 


3) То же разсуждене. 
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ы ы 
Нолн тригонометрячесвая дуга закалочена можху — уя +5 неслнея 


сянусь ндн ея тантевсь стремятся кв пулю, то м дуга стремится къ нулю. 
Но, при стремленш # къ нулю, выражени; 


—_ ИИ ъ 
ФЕИ Итан +5» 


входяния въ правых части вылтенаппоонныхь равенстве и предотаванюния, ©0- 

отвфтетвенно, опнусъ п таштенсь, стремятся къ нулю. Олдовательно, правыя 

часхи равенствъ, а выфотВ съ ними п лфвыя, отремлтся кл» нулю выфотв.св #, 
Итакъ, 


Шла [атся ( -- #) —аго80 =], =0, 
ид [ах 15 (®-- № -— меш 7 =0, 
Ви [&г6008 (2 -- #) — агсс08 =, =0. 


Равепетва эти говорять, что фунныйи: аго зв, аге10% и агсс0$2 суть фунн- 
„ми непрерывный при звякомь 2 (181). 


$ ТП. Производныя обралныхь врутовыеь фунещ. 


373. Лемиа,--19, Имфли (231); 
5 [За 
о (90° 


Положивъ пе =В я, отёдовательно, а => атовшв, можемъ напиедть пре- 
дыдущее равенство въ видё: 


. в ] _ : [а 
Ти [бы о" или, наобороть, Шиа ПЕ 


пра _ зша 1 


а 6050’ 


т (=) а вв пи евлет) , 
«=0 То 0 


27. Принимая во винмав!е, что заключаем, что 


ТАЗ 1== ща. 


374. Нроизвводная арисинуеа. — Производная агсзных веть Ивь 


У:-= 

самомъ дфлв, приращене функци атозных выражаемое разкостью: 
это (а -|- 1) — атозше, 

представляется яъ такомъ видф (370): 


ановиа [(# -- МИ Из @+). 


— 402 -- 
Слфловательто, 


‚вхозйьа-- #} — атозаа аист [© Из — ву 
й А 


и. 


Для пахожденя предфла, кл, которому схремится это отяотеще, когда # 
втремится иъ нулю, представить ого въ вид: 


атозт [(@-- 1) УФУ еИ, = 
ея —вуглены 


Из е-а 
® . 


Но первый сомножатель стремится, на оспованш земшы, мъ 1, ибо виа- 
менатель стрехтися кв нулю. 

Даля нахождения предёлео, къ которому стремится 9-й сомпожитель, пред- 
ставим его эЪ ВИД: 


АО — 2) -а-в-+ 2% 


пе мутят @Нь]| ИУ @чи 


Видишь, ч10, при стремлены Я къ нулю, сомножитель этоть стремится 
т 


/.Итавь, 


жъ 
Ут 


97} 


; Г атевль (а -- й) — аговние 1 
Зи 7% > ] в: 


что требовалось доказать. 


375. Нроявводаля прктаатахтося.— Производная арктангоноя равна. =. 
Ш въ самом вЪзЁ, приращене фунеци агс1р2, выражаемое равлостью: 


эхо (а Е №) — леща, - 


предотавляетсл въ хвкомь вид» (370): _ 


зоебеечия]- 


Олёдовалельно, 


о 
ака) — ов _ 8 а аи) Е] . 
№ й 


Для нахождения предёла, кл которому сремится ото отношмен!е, когка-й 
стрематся къ нулю, представимъ его въ чакомъ вид}: 


атеН [ев] Ш 
1-е ТЕНИ 
и =.” . 


Га 


№= 


— 403 —. 


Но первый сомножитель стремител, на основан лемны, къ 1, ибо зка- 


: . я зы 1 
мешилель стреньтоя къ лудЮ; итороЙ =о бомпояштеть, ровный ть, 
1 
стрешитоя п ЕР Ятанъ, 
ел [ЗЕ (#-Е №) — вто _ 1. 
Бы [ ъ [= тв, 148} 


что и требовалось зоназать. 


376, Производная арквосинуеа-- Производная ариносннуся равна — 


т.е отличается зывкомь оть ироизводной аркеннуеа, ибо (369) 
олова (а +- №) — агоания == — [атовоз( 4-й) — агс605а]. 


377. Замфчан я —Р, Производныя обратиыхь круговыхь фунешй суть 
фушент алгебрапчесвя. 

2. Производиыл функци: атсва п аго4ех, при всявомъ значенм аргу- 
мепта, иодозсительныя, п, выфотв съ сниъ, сами фувкцие: атовт и дгсвЕ 
суть функизи возраспииония, 

3°. Производная фупюши агссозз, при, всякомъ значени 2, отриц“ 
эпелуал, п, выфстВ съ сльь, сама фувящя есть фупеши убывнощеал. 


ГЛАВА \! 


Приближенныя значеня тригонометрическихь 
элемеитовъ. Мостроен!е заблицъ, 


$ 1. Приближенныя значег!я тригономотрическихь эдементове. 


378. Теорема. — Синусв трионометричесной души в, полотитель- 
ой и меньшей квадраина, бомье разности методу этою дуюю и 
четоертмо ел нуба. 

Имён (281): 


й . ® Е & 
э з 
ша Эш, . 6085 = 2 < 6085, 


Ели 


В @) 
( 


- — 404 — 


Такъ канъ тригонометричеекая дуга 2, по условию, положи- 
тельная и меньшая квадранта, то (229) 


Е 


ЕЯ ._ ® # 
вон и < у. {2) 
На основан послёдняго неравенства можемъ написать: 
22 а 
1— 9: 3>1—4. (3) 


Такъ какъ всё части неравенств (2) и (3} суть положитель- 
ныя числа, то можем перемножить по частямъ равенство (1) и эти 
неравенства. Сдфлавъ это перемножене и раздёливь заеимъ об% 
части полученнаго неравенства на положительное число: 


: & 
и — 5), 
получамь: 
з 
[49] впе> =“, 
что и требовалось доказать. 
379. СлБдетые.—Изъ неравенствъ: 


$ Е 
>> -т 
находимъ: 


о<2—яще <. 


Неравенства эти говорятъ, что положительная динонометри- 
ческая душ, менышил вадранта, предетавляетз приблишенное зна- 
ченае синуса этой дуги, съ избъткома, въ ошибною, ченьшею четверти 
куба этой дули. 


380, Замфчан!е. Можно показать, что миа ошибиа дамее ментов шестой 
куба душ. Дия сего костаточно показать, что 


=> #2. 


Цыфли (282); 


э103 2 == 8 в — Фе. 


Изыфнян въ 910мъ равенств а, поелфдовалельно, въ 


эм №, Е 


— 405 — 


получныь: 
м РЕ : Ел 
вт — 3 п — 4Ене з 
во ваши Че, 
выл Ча, 
эп я За = —45в =. 


Умкоживъ эти равенства, соотвфтственно, ив 
я ... 9 


вчоживь ихь, повлВ умновеня, по частямъ п едфлавь ифкоторыя очеводныя 
сокращевя, получиыт; 


# 
Е 


каза... зы]. 


й Е эй . 
зря” т [в + Зя 
$ 3 
Заыфилвъ, въ скобкахь, каждый изъ синусовъ соотвфхотвующею триго- 
номезрическою хугох, узеличимь чнело, помфщепное въ скобках, п, слдова- 


тедрно, умевьшныв правую часть. Итавъ, 


В „.. п, 5 
Эт Из Це +..-+ ег] 
пли 
= 
эт. 
г Ре пт 1 
ры: Ри]. 
3 


Неравенство это ныфегь мфохо при воякомь натуральном и; оно ныбеть, 
сяфдовалельно, мфото и въ предфл, когда ® безгранично возраелаеть, Но, 


. Е 
рн безграничномь возрастам м, дуга = безгранично убызаеть; слФдо- 
вательно (231), 

3" 
= 


Доле: кокичество, помфщенное въ слобкзхь, нредетавляеть сумму по- 
сафровательныхь членовь убывающей прогресей знаменатель которой ра- 
1 . 
зевъ 5. Изъ влтебры пзвфетно *), что сумма эта, при безгранкчномь возра- 
слав и, стремится въ предфлу, равному частному оть раздёлени первого 


1) Сы. В, Билибинь, Алтебра, 4-е изд, Стр, 831 
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слагаемаго на разность между 1 п знаменателень прогресен, т.е. пыфетв 
предфль, равный числу: 


1— 


Итавь, веравенство (#) обратится, вх предёлВ, яъ тагое: 


В . я 9 : Е 
309 > 2—4 5т. » пля ши #—5, 


что и требовалось ‘доназать. 


381. Теорема. — Если есть уупонометричевкал положи- 
злельная душа, мепьшал хвадраита, то 


ЕЯ Е 24 
1—5 Зое 1—5. 
Имёля (281); 


ВИ: 
©0881 — 51 5. 


Заыфнивъ, въ правой част, вт бльшимь числомь: >, по- 


5 
лучимь: 
6082>1 —5. 1} 
Заывнавъ зе, въ правой части, тт меньшимь числомъ: 
Е 1/ж\3 
2—1) ‚ найдемъ: 
ИЕ Е 


сов <1—5икв 58. 


Отбросинь зъ правой части нослёдн!Й членъ, усилимъ нера- 
зенство и получимъ: 


вова 1. (2) 


Нераяенства (1) и (2) доказывають предложен. 
382, Вамфчанце, оли возныемь боле ириближеяное перавеле®во: 
. & ЕЫ 
>24, 
Ем 257 


Ро 
ва < - т эр - вр" 


— 407 — 
в потому, подавно, 
, # 
воза <. {8} 


Это соотпошеше приближение соотвошешя (2). 
Можно, слфдовотельно, сказать, что, при тригономеёхрической дуг =, 


заключенной между Ол >, дивемы: 


22 
9 < 005 <1— 


383. Сбябдетье. — Предыдущая теорема даеть: 
А Е = 
< вв=— (1—5) <. 
Неравенства эти товорятЪ, что если 2 есть полоовительная 
а 
эприлонометрическая дум; менышал кведранта, по (5) пред- 
отавллеть приблиненное значене сов, 05 иедоспиилкома, съ ошибною, 
= 
16. 
Исходя изъ формулы (3), ваПдевть: 


мепьшею 


ов —(1— 6) <. 


384. Ириближенное лычиелет!е 60810” и 3110”. —Озвачимь 
тригонометрическую дугу, соотв®тотвующую дут въ 10”, еимво- 
лом: 81610”. 


Имвенъ: 

` 10-10 0,0000484813681 ...; 

ате10 == 1850.60.60 20, и 
слдовательно, 


и т 1 
21610" < 5. ог. 

Отсюда заключаемъ, на основании (379), что ошибка, которую 

получикъ, взявъ, вместо 31110", атс10”, будеть мене числа: 
(атс ттт т 
4 “1-8 03 ЗЕ. 

Можно, сл®довательно, утверждать, что, ввявъ тринадцать 
первыхъ десятичныхь энаковъ въ числф, представляющемь аге10”, 
будемъ ныть приближенное значене, сз избытком», синуса съ точ- 
востью до единицы, соотв тетвующей нослфдней цафрв. 


— 408 — 
Имфенъ, сл®довательно, 8 недоспииткома, 
вм10" — 0,0000484813680. 
Далфе, число: 
1 
1—5 (610")# {а) 


есть приближенное значене, съ недостатком, с0810", и ошибка 
менфе числа: 


1 ре 1 1 т 
18 7610") < 1. бло < 1дт. 


Первые 18 десятичныхь знаковъ числа (а) суть первые 18. зна- 
КОВЪ 60310". Выполняя вычислене, получим: 


60810" — 0,999999998824778473 


съ 18 точныни десязичными знаками. 


$ п. Построен!е таблицы, 


385. Формулы Симпеона. — Формулы Симпсона суть фор- 
мулы, позволиющия посяфдовательно вычислить синусы и косинуеы 
дугь: 20”, 30", ..., по даннымъ синусу и косинусу дуги въ 10". 

Равемотримъ формулы (239): 


зт(а--И-- м1 (&— 5) = 25щаеозь, 
в08(а-|- 5) --соз(а — 5) = 20540085. 


Сдълавъ въ этихъ формулахъ: 
$— 10", &= 10”. т, 
нолучивь: 


1 | 51 [10". (т-- 1] -Е зв 10". (%— 1) = 8020”. 2). 60810"; 
@) { 603[10, (ж-|- 11 -- 0810" „(ль — 1] == 2608(10°. 91) .60810". 


Замфтивъ, что чиело 260310" очень близко въ 2, положимъ: 


260810" == 


—ь 


тд® № очень малое число. 
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Принимая во внимане, что число 1 — во 10")? ввято за 
приближенное значен!е еоз10”, получим: 
Я— = — (ве 10"), 
и, слвдовательно, 
Е (гс 10”)! —=0,000000002350443053 (съ недостаткомт). 


Замфнивъ, въ формулах (1), 260810” числомъ 2 — №, найдемт: 


шо". (в ТЕ за 10", (в — Леа 9 (10".4и) — зву"), 
0з[10". (ш-- 1)]-Е вов[10". (в --- 1} = 2603(10".зв) — №е08(10". эн). 


Изъ этихъ формуль выводимъ, наконедь, елёдующя: 


{ вт [Юж] —51100° и) ==ещ (10° в) — ви 10" .(и--1)] — #802 (10".18), 
608[10” (т--1)]-—608(10% ли) ==008(10" 29) — 60310", (®— 1) — #60$(10" 9), 


Формулы эти и извФотны подь имененъ формула Онмисона. 
СдЬлавъ въ нихь ж==1, получимъ форнулы: 
518 30” — в 10" = 50 10” — Бвш 10", 
60820" — с0310” = 00810” — #60810” —1, 


вычисляюпия 31120" и с0820” по вычисленныйгь выше ва10” и 0310". 
Сдьлавъ в ==9, получимъ: 


3180" — 120" — (5120” — зш 10”) — Изв 20”, 
60530” — 0820" — (с0820" — 0810") — #0890". 


Формулы эти даютъ 9130” и с0830” и, кромЪ сего, вычисляють 
разности: (5ш30” — 31120”) и (60830” —- 60320”) по вычисленнымъ 
уже равностямъ: (3180” — в110") и (0820” — 60810"). 

И вообще, формулы Симнсона даютъ разности синусовъ и 
коеинусовъ двухъ послБдовательныхь дугь по вычиоленнымь предъ- 
удущимъ разностямь. Вычислен!е каждой нозой разности требусть 
тольво одною умноженя на уножителя #. 

386. Упрощен. — 1. Знаем, ‘что достаточио вычислить 
сивусы и косинусы дугъ оть 0° до 45°, чтобы имфть синусы а 
косинуеы дугъ отъ 0° до 90°, 

2‘. Для вычислешя синусовъ и косинусовъ дугъ отъ 80° до 45° 
можно получить формулы, боле удобныя, чёмъ формулы Симнеона. 


— 410 — 
И въ самомъ дфяЪ, имен 


зт(а 9) = — за (« —В) 291 а6086, 
в03(&--5)= — с08(@ — 5) — Затазть. 


Одфлавъ въ этихъ формулахь: а-=80°, $=4 и. зам тивъ, 
зто 3130, получим; 


510(30°-|- 4) == — вв (80° — 4) -- е084, 
с03(80° | 4)= в08(80°— 4)- зв А. 


Соотношеня эти дають, при яомони простьноб въмитанй,, оинувы 
и коеннуеы дугъ, большихъ 30°, если извфетны сивусы м кови- 
нусы дугъ, меньшихь 80°, 

387. Повёрен.—При употреблении формулъ Симпсона ошибки 
наростають. и если приложить эти формулы, безъ перерыва, къ ду- 
таг оть 0° до 80°, то послфдия вычисленвыя значен!я значительно 
‘мене. приближенны, чВыъ первыя. На основани сего хорошо по- 
вфрять вычисленя и. сглаживать ошибки, вычисляя, по временах, 
спнусы и косинусы нфкоторыхь дуть непосредотвенно. Можно 
непосредетвенно вычислить сивубы и косинусы дутъ черезь 9%. 

Это сдёлать легко. И въ самомъ дЪаЪ, 31118° есть отношене 
кь ращусу половины хорды, стягивающей дугу въ 36°, т.е, поло- 


5- 
вины стороны правильнахо десятиугольника, равной + и 


довалельно, 


а дотому: 


вто [1 Уфу 5—У5|, 
сов т [/ УЗ 5—9]. 


Формулы сложея дадутъ: с0597° и в17°, ит. д. 
Раздёляя дуги на 2, одияр али ябеколько разъ, можно прямо 
вычислять синусы и ковинусы боле сблищающихеся дугъ. 
Зная синусы и косннусы дуг»: 
45°, 30°, 18°, 9% 
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получныъ, на основани формуль сложеня, эросннами навлененями 
квадратные корней, синусвы и косинусы дугь: 


15° = 45° — 30°, 310 = 30° — 9°, 
20 


1 30° — 18°, 248 — 30° — .6°, 
6°— 18° — 19°, 210-450 — 18°, 
3 = 18° — 15°. 


Такъ, напримрь, 


31015° 


и: ИЗ 
сова" №2. НУВ, 


388. Замбчаню. —Изложенною методою пользовались ученые, 
которымъ обязаны первымъ построешемъ таблиць синусовь н ко- 
синусовъ. Въ настоящее время анацизъ обладаеть способами, не- 
сравненно болёе быстрыми и удобными. Способы эти основаны на 
формулахъ, выражающихь синусы и косинусы въ фунющи дуги. 

Формулы эти суть: 


Зет -— 58 


6085 


тд№ д веть тригонометрическая дуга, 
Выводь этихь формулъ принадлежить Высшей Математив®. 
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